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实 变 函 数 是 大 学 本 科 数 学 专业 必修 的 一 门 重要 的 专业 基础 课程 。 这 门 课程 的 
教学 质量 对 于 数学 专业 的 人 才 培 养 质 量 和 学 科 发 展 水 平 具 有 很 大 影响 。 针 对 人 才 
培养 目标 和 学 生 基 础 水 平 选 一 本 合适 的 教材 对 于 该 课程 的 教学 质量 将 起 到 至 关 重 
要 的 作用 。 实 变 函 数 课 程 建设 在 我 国 的 一 些 大 学 已 有 几 十 年 的 历史 ,公开 出 版 的 
教材 也 很 多 。 一 些 经 典 教材 深 受 教师 和 学 生 的 喜爱 ,这 些 教材 经 过 长 期 的 教学 实 
践 检验 被 认为 是 很 成 熟 的 。 既 然 有 这 人 么 多 这 样 的 好 教材 ,为 什么 还 要 花费 很 大 的 
精力 去 编写 一 本 新 的 实 变 函数 教材 呢 ? 这 主要 是 基于 以 下 的 原因 : 

满足 一 类 高 校 数 学 专业 实 变 函 数 课程 教学 的 要 求 。 这 一 类 高 校 就 是 由 高 等 师 
范 专 科学 校 升格 为 本 科 综 合 学 院 或 本 科 师 范 学 院 的 新 建 地 方 本 科 院 校 。 这 一 类 高 
Oe. 一 类 高 校 数学 羽 业 的 课程 填 设 以 及 

应 的 教材 建设 存在 相同 或 相似 的 问题 。 这 一 类 高 校 的 数学 专业 在 专科 层次 时 就 把 
各: 变 本 数 课程 列 人 教学 计划 中 ,有 的 作为 必修 识 , 有 的 作为 选修 误 尽管 实 变 函 数 
课程 教材 很 多 ,然而 几乎 每 一 本 教材 对 这 一 类 高 校 的 数学 专业 学 生来 说 都 有 些 “ 偏 
高 ”, 不 言 而 喻 ,其 教学 效果 难以 尽 如 人 意 。 而 现在 这 一 类 院 校 中 作为 本 科 层 次 的 
数学 专业 开设 实 变 函 数 课 程 ,一 方面 要 遵循 统一 的 课程 教学 大 纲 , 达 到 相应 的 培养 
规格 要 求 ; 另 一 方面 要 根据 学 校 的 办 学 定位 和 培养 目标 以 及 学 生 的 基础 水 平 , 在 教 
学 内 容 和 机 方法 改革 上 要 有 很 强 的 针对 性 。 那 么 , 实 变 函数 课程 教学 要 达到 这 样 的 
目标 的 一 个 重要 依托 就 是 要 有 针对 性 地 搞 好 教材 建设 。 编 写 这 本 教材 的 出 发 点 就 
在 于 此 。 

本 教材 涵盖 了 实 变 函 数 课程 的 基本 内 容 , 就 这 些 内 容 来 说 ,在 叙述 上 是 很 祥 尽 
的 。 全 书 共 分 7 章 , 第 1 章 . 第 2 章 作为 学 习 实 变 函 数 的 必要 准备 ,介绍 了 集合 和 


» 2。 


R" 中 点 集 的 基本 概念 和 相关 结果 ;第 3 章 、 第 4 章 是 实 变 函数 的 基础 内 容 , 介 绍 了 
中 点 集 的 测度 和 R' 中 可 测 集 上 可 测 函 数 的 基本 概念 和 相关 理论 ;第 5 章 、 第 6 章 
是 实 变 函 数 的 核心 内 容 ,对 Lebesgue 积分 以 及 积分 与 微分 的 运算 关系 作 了 比较 详 
尽 的 叙述 ;第 7 章 是 实 变 函 数 的 拓展 内 容 , 为 学 习 后 继 的 泛 函 分 析 课 程 提 供 了 预备 
知识 。 因 而 它 不 仅 适用 于 一 类 新 建 地 方 本 科 院 校 数 学 专业 ,也 可 供 其 他 高 校 数 学 
专业 选用 。 这 本 教材 的 主要 特点 是 注重 基本 概念 的 理解 和 基本 方法 的 训练 。 对 一 
些 很 重要 的 结果 ,在 证 明 时 虽然 不 难 , 但 很 麻烦 ,在 一 些 教材 都 没有 写 出 证 明 的 事 
实 都 给 出 了 令 人 比较 满意 的 论证 。 在 证 明 上 注意 从 定义 出 发 ,以 加 深 对 基本 概念 
的 理解 和 基本 方法 的 训练 。 在 内 容 处 理 上 注重 前 后 联系 ,融会 贯通 ,注意 问题 的 产 
生 背 景 和 要 解决 什么 问题 的 描述 。 力 求 使 读者 对 实 变 函 数 的 内 容 把 握 完整 一 些 ， 
对 问题 看 得 清楚 一 些 。 相 信 本 教材 会 适用 于 初学 者 自学 。 本 教材 编写 凝聚 了 编者 
多 年 的 教学 积累 。 尽 管 如 此 ,由 于 水 平和 经 验 不 足 , 问 题 或 错误 肯定 会 有 的 ,这 只 
是 一 个 抛砖引玉 之 作 , 待 有 机 会 改编 使 之 更 加 完善 。 
本 教材 的 引言 .第 1 章 . 第 4 章 . 第 6 章 、. 第 7 章 由 刘 绍 武 编写 (共计 11 万字); 
第 2 章 . 第 3 章 ,. 第 5 章 由 莫 海 平 编写 (共计 11 万字)。 
编 者 
2010 年 12 月 
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实 变 函 数 是 一 门 怎样 的 课程 , 它 研究 的 是 什么 问题 ,这 是 初学 者 学 习 实 变 函 数 
课程 时 想 要 知道 的 . 

实 变 函 数 的 核心 内 容 是 Lebesgue? 积分 .那么 Lebesgue 积分 是 什么 样 的 积 
分 , 它 是 怎么 定义 的 , 它 与 数学 分 析 课 程 研究 的 Riemann@ 积分 有 什么 不 同 呢 ? 我 
们 先 来 回顾 一 下 Riemann 积分 的 定义 . 

定义 ” 设 f(z):;[a,6] 一 R (实数 集 ), Ti:a = 三 过 之 之 zi 二 石 所 …… 挟 


zx, 二 b( 区 间 [a,5j 的 一 个 分 割 ) ,了 关于 人 工 的 Riemann 和 R(f,T) 一 DY feear. 


其 中 ,& € [zx;1,Xx;],A AX; = Xi Xi 1,2," 7). 设 Tl 二 max{Axi). 
车 存在 常数 使 对 La,b|] 的 任意 分 制 工 及 任意 的 6 € [ xii ,Xi JG=1, 2，…， 
2)， 有 


lim Te)an = = J， 


ITI 


则 称 f(x) 在 [La ,b | 上 上 Riemann 可 积 ,J 称 为 了 (Xx) 在 [a,6] 上 的 Riemann 积 , 记 为 
/= CR)| f(z)dr 或 ] 一 | f C0)az. 

Riemann 积分 在 理论 上 对 一 些 基 本 问题 的 解决 并 不 令 人 满意 。 例 如 ,什么 样 
的 函数 是 Riemann 可 积 的 ,在 数学 分 析 课 程 中 ,一 般 地 给 出 了 以 下 结果 : 

(1) [ae,o 上 的 连续 函数 f(x) 是 可 积 的 ; 

(2) [ao 上 的 单调 函数 f(x) 是 可 积 的 ; 


， 勒 贝 格 (1875 一 1941) ,法 国 数学 家 . 
黎 曼 (1826 一 1866) ,德国 数学 家 . 
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(3) [a,65j] 上 的 只 有 有 限 个 不 连续 点 的 有 界 函 数 f(x) 是 可 积 的 
这 三 个 结果 都 是 充分 条 件 ,Riemann 积分 理论 不 能 给 出 一 个 充分 必要 条 件 . 
还 有 一 个 在 Riemann 积分 中 称 为 牛顿 一 莱 布 尼 效 (Newtond-Leibniz@) 公 式 


的 结果 ,就 是 如 果 f(x) 在 [a,5] 上 连续 , 则 | reoaz = f(x)— f(a),r € La, 


bj. 无 疑 , 要 求 六 (z) 在 [a,b] 上 连续 ,条 件 太 强 了 . 而 在 Lebesgue 积分 中 就 给 出 
了 一 个 牛顿 一 莱 布 尼 兹 公式 成 立 的 充分 必要 条 件 . 

再 有 就 是 数学 分 析 中 le ,6] 上 的 可 积 函 数列 {f,), 若 {f) 在 La,6] 上 一 致 
收敛 于 f(z), 则 f(x) 在 [a,6j] 上 可 积 , 且 


b bp 
lim| fr)dr = | f(x)dr,， 


即 极限 和 积分 可 以 交换 次 序 , 但 是 {f,} 一 致 收敛 于 f(x), 条 件 苛刻 , 且 难 以 验 
证 。 在 Lebesgue 积分 中 ,积分 和 极限 交换 次 序 不 需要 这 个 条 件 , 条 件 减 弱 了 ,当然 
问题 解决 起 来 就 方便 了 . 

总 而 言 之 ,Lebesgue 积分 较 Riemann 积分 有 许多 优越 之 处 . 

那么 ,Lebesgue 积分 是 怎样 定义 的 呢 ? 下 面 给 出 有 界 函 数 Lebesgue 积分 概 
念 的 描述 : 

设 f:[a,b] 一 R 是 有 界 函 数 , 即 A 达 f(x) 过 B,x Ef[a,b]. 设 DD 是 区 间 [A， 
Bj] 的 一 个 分 割 ， 

D:A=y < yy y= B， 


了 关于 DD 的 Lebesgue 和 上 (ff,D) = Dm{z i yi 过 f(x) 过 yi) ,其 中 EE 
Ly; ,yi m{x | Vii < f(r) A yi} 是 点 集 {x | 光一 1 < f(r) A yi} 的 “长 度 ”( 在 实 
变 函 数 课程 中 称 为 测度 ). 设 | D | = max{y, 一 y1), 车 存在 常数 了 ,使 对 [A,B] 
的 任意 分 割 D 以 及 任意 的 7 E [yi ,Yili = ],2,.… ,7), 有 


a 


lim Dy nm{z | Yl < f(r) A yi} 二 J， 


1pl 0 


”牛顿 (lsaac Newton,1643 一 1727) ,英国 数学 家 .物理 学 家 . 
全 “” 菜 布 尼 蒋 (Gottfried Wilhelm Leibniz,1646 一 1716) .德国 数学 家 . 
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则 称 为 f(x) 在 [a,b] 上 的 Lebesgue 积分 , 记 为 
J = | f(x)dr 或 /= | fl) dz. 
[a.b] lua:D] 


这 样 ,需要 研究 的 问题 就 出 现 了 : 
(1) 对 于 一 般 点 集 来 说 ,什么 是 “长 度 ”, 也 就 是 什么 是 测度 ,什么 样 的 点 集 有 


测度 ; 
(2) 什么 样 的 函数 f(x)，, 使 得 对 任何 实数 < 和 qd , 点 集 (zlc< oz) 委 d) 都 


有 测度 ; 
(3) 什么 样 的 函数 使 得 极限 lim 》) wm{x | yi 过 f(x) 声 yi) 存在 , 且 与 分 


tpl -0 fo 
制 D 及 7; 的 取 法 无 关 . 
实 变 函数 课程 正 是 从 研究 这 些 问 题 人 手 ,循序 渐进 地 展开 的 . 


n 
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第 1 章 集合 


在 现代 数学 中 ,集合 的 概念 已 被 普遍 运用 . 我们 学 过 的 数学 课程 在 开始 都 要 或 
多 或 少 地 介绍 一 些 有 关 集 合 方面 的 知识 . 学 习 实 变 陋 数 课程 ,掌握 必要 的 集合 论 知 
识 是 必须 的 ,因为 集合 论 是 实 变 函 数论 的 基础 . 

有 关 和 集合 论 的 重要 文献 首先 是 由 德国 数学 家 康 托 ? 在 19 世纪 末 发 表 的 ,后 来 逐 
步 发 展 成 为 数学 的 一 个 分 支 , 集 合 论 中 的 某 些 概念 和 结果 几乎 已 经 渗透 到 所 有 的 大 
学 数学 课程 中 ,成 为 学 习 现 代数 学 不 可 缺少 的 工具 . 


1.1 集合 及 其 运算 


1. 集合 与 元 素 


集合 或 集 是 数学 中 的 一 个 原始 概念 , 即 它 不 能 用 别 的 更 简单 的 概念 加 以 定义 ， 
对 于 什么 是 集合 或 者 集合 的 概念 是 什么 ,就 目前 来 讲 , 学 习 本 课程 ,只 要 求 掌 握 以 
下 朴素 的 说 法 : 

在 一 定 范围 内 具有 某 种 特定 性 质 的 对 象 的 全 体 称 做 集合 ,集合 中 的 每 一 个 对 
象 称 为 该 集合 中 的 元 素 . 

我 们 常用 大 写 英文 字母 4A,B,C,D, … 代 表 集 合 ,而 用 小 写 英 文字 母 c,p,c， 
d,… 表示 集合 中 的 元 素 . 如 果 x 是 集合 A 中 的 元 素 , 则 说 x 属于 A, 记 作 xEA; 
若 x 不 是 集合 A 中 的 元 素 ,就 说 x 不 属于 A, 记 作 x EA( 有 的 文献 也 把 x€ 4 记 
成 xz A). 


中 ” 康 托 (Georg Cantor,1845 一 1918), 德 国 数 学 家 . 
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需要 指出 的 是 ,包括 实 变 函 数 在 内 的 一 般 数 学 课程 所 讨论 的 集合 是 确定 性 的 ， 
即 给 定 一 个 集合 A 后 ,对 于 一 个 对 象 zx,“ 工 属于 A ”或 *x 不 属于 A ”这 两 者 必 居 
且 仅 居 其 一 . 或 者 说 , 当 我 们 使 用 集合 的 概念 时 ,哪些 对 象 是 这 个 集合 中 的 元 素 必 
须 是 明确 的 . 例如 ,“ 比 1 大 得 多 的 数 的 全 体 ” 虽 然 也 是 一 个 在 一 定 范围 内 具有 特定 
性 质 “ 比 1 大 得 多 的 数 "的 对 象 的 全 体 , 但 它 不 是 我 们 在 实 变 函数 这 门 课 程 中 所 讨 
论 的 集合 ,因为 这 个 集合 不 具有 确定 性 ,这 是 一 个 模糊 集合 ,是 模糊 数学 课程 讨论 
的 内 容 . 

集合 的 表示 方法 一 般 有 两 种 : 

一 种 是 将 集合 中 的 元 素 按 任 意 顺 序 逐 一 列 在 花 括 号 内 ,并 用 逗号 分 开 , 称 为 列 
举 法 . 例如 , A 二 {a,b,c},N 一 140,1,2， CC 一 (2,3). 

另 一 种 是 利用 集合 中 的 元 素 满足 某 种 条 件 或 具有 某 种 性 质 ,将 条 件 或 性 质 
文字 或 符号 在 花 括 号 内 坚 线 的 后 面 表示 出 来 , 称 为 描述 法 . 例如, A 二 {x | 一 5x 
十 6 二 0},N 二 {71x 是 自然 数 },B = {x | 是 实数 , f(x) 宇 c). 

不 含 任何 元 素 的 集合 称 为 空 集 ,用 记号 儿 表示 . 例如, {x | x 十 2 二 0,x 是 实 
数 } 和 {x 1| x 1 二 0} 都 是 空 集 

若 集 合 中 的 元 素 只 有 有 限 个 , 称 其 为 有 限 集 ,约定 把 空 集 也 归属 为 有 限 集 , 不 
是 有 限 集 的 集合 称 为 无 限 集 . 

在 没有 作 特 定 说 明 的 情况 下 ,常见 的 集合 用 以 下 符号 表示 

N 为 自然 数 集 ,N 一 140,1,2，……}; 

Z 为 整数 集 ,Z= 二 和 .… ,一 2, 一 1,0,1,2,.…); 

Q 为 有 理 数 集 ,Q= {xl|x 是 有 理 数 }; 

R 为 实数 集 , 有 一 {x1x 是 实数 }; 

C 为 复数 集 ,C = {x | x 二 a 十 bi,a,b € R,i=vV 一 1}. 

以 后 还 用 N'+ 表示 正 的 自然 数 , 即 正 整 数 集 ,R' 表示 正 的 实数 集 , 等 等 . 


2. 集合 的 包含 关系 


设 A,B 是 两 个 集合 ,着 A 中 的 元 素 都 是 B 中 的 元 素 , 则 称 A 是 B 的 子 集 , 记 
作 ACB 或 B 忆 了 A, 读 作 A 包含 于 B 或 B 包含 A. 


。6 。 实 变 函数 


按照 这 种 说 法 , A 不 是 B 的 子 集 ,就 是 A 中 有 元 素 不 属于 B, 记 作 4 性 了 B, 或 
B 力 A. 即 AYB, 当 且 仅 当 存在 x€E A 而 x EB. 如 果 ACB, 而 且 又 有 BCA， 
则 A,B 由 相同 的 元 素 组 成 ,就 是 同一 集合 , 称 人 A 等 于 B, 记 作 A=B. 如 果 ACB， 
而 B 中 确 有 元 素 4b 不 属于 A, 则 称 A 是 B 的 真子 集 . 

例 1.1.1 设 A= {a},B= {a,b},C= 二 {rt||r| 寺 0},D= {0},E = (a,b] 
(4a 之),F=[a,b)(a 过 6),C[a,b] = 二 {f(x) | f(x) 是 [a,65] 上 的 连续 函数 }， 
R[a,6j] 二 {f(x) | flx) 是 [a,6] 上 的 Riemann 可 积 函 数 }, 则 

ACB,C= DD,ECF,FTEE,Cla,b] CC Ria,b]. 

例 1.1.2 设 f(x) 是 定义 在 R 上 的 函数 ,试用 适当 的 方法 表示 使 函数 值 小 于 
2 的 那些 点 的 全 体 . 

解 ” 记 人 A 为 使 f(x) 小 于 2 的 点 的 全 体 , 则 A 二 {rx|xE€R,f(r) 二 2}). 

例 1.1.3 NCNCZCQCRCC. 

例 1.1.4 对 于 任意 集合 A,B,C, 恒 有 

(DACA; 

(2) 若 ACB,BCC, 则 ACC. 

证 明 (1) 对 任 一 +E A, 则 x E€ A, 所 以 ACA. 

(2) 只 须 证 明 车 x€ A, 则 xE€EC. 事 实 上 ,对 任 一 +€ A, 由 ACB 可 知 x € 
B, 又 由 BCC, 可知 x E€C, 即 对 任 一 +€ A, 都 有 x EC, 因 此 ACC. 

例 1.1.5 空 集约 是 任何 集 的 子 集 . 

证 明 如 果 有 某 一 集合 A, 而 你 不 是 A 的 子 集 , 则 有 元 素 zE 个 ,而 zEA， 
然而 由 于 纪 是 空 集 , 这 是 不 可 能 的 ,因而 命题 得 证 . 

另 证 :对 任 一 集合 A, 车 x EA, 则 必 有 x € 引 ,此 即 若 xE C3, 则 xE€E A, 因 
此 CA. 

当 我 们 在 研究 一 个 问题 时 ,如 果 所 考虑 的 一 切 集 都 是 X 的 子 集 , 这 时 便 称 X 
为 基本 集 . 基本 集 是 一 个 相对 的 概念 . 由 于 研究 的 问题 不 同 , 所 取 的 基本 集 也 不 同 ， 
而 且 不 是 唯一 的 ,一 般 总 是 取 一 个 比较 方便 的 集合 作为 基本 集 . 在 本 书 中 如 不 加 说 
明 ,可 认为 基本 集 是 实数 集 R. 

定义 1.1.1 设 A 是 一 个 集合 ,由 A 的 所 有 子 集 组 成 的 集合 , 称 为 集合 A 的 


害 集 , 记 作 P(A) 或 24 . 
例 1.1.6 设 A= {a},B = {a,b6} ,C= {a,b,c},D = 人 O, 则 
P(A) = {O(a}}; 
P(B) = {@,{a}, (6b), {a.b}}; 
P(C) = {OG,{a},{b}, {ec}, {asb}, {asc}, (bc), (asb,c}}; 
P(D) = {OO}. 
定理 1.1.1 ”如果 有 限 集合 A 的 元 素 个 数 为 n, 则 其 罕 集 P(A) 的 元 素 个 数 
为 2". 
证 明 A 的 所 有 由 mm 个 (过 m 志 nn) 元 素 组 成 的 子 集 的 个 数 为 从 nn 个 元 素 中 
取出 m 个 元 素 的 组 合 数 C?” . 
此 外 ,因为 人 CA, 所 以 P(A) 的 元 素 个 数 S 可 以 表示 为 


S 一 1 十 C 十 全 十 人 十 C 一 OC. 


由 二 项 式 定理 可 知 : 
(z+y)" = Cr 十 Crz yt+Cr™ yy 二 + 十 Ciy". 
令 + 二 y 一 1, 便 有 
2 一 (1 十 1) 一 CI 十 CI 十 CC 十 … 十 CI 一 S. 

因此 P(A) 的 元 素 个 数 是 2”. 

例 1.1.7 设 A 和 和 B 是 两 个 集合 , 试 证 明 A CB 的 充分 必要 条 件 是 P(A) CC 
P(B). 

证 明 ”必要 性 . 设 ACB, 任 取 xE€ P(A), 则 x 是 A 的 子 集 , 所 以 xCCA, 由 
ACB, 可 知 zCB, 即 zx 是 B 的 子 集 , 由 此 ,x € P(B), 从 而 P(A) C P(B). 

充分 性 . 设 P(A)CP(B), 任 取 xEA, 则 {x) 是 A 的 子 集 , 即 (x} € P(A)， 
由 P(A) C P(B), 可 知 {x} € P(B), 所 以 {xz} 是 8 的 子 集 , 因 此 ,x € B, 从 而 
A CB. 


3. 集合 的 基本 运算 


从 给 定 的 一 些 集合 出 发 ,我 们 可 以 通过 所 谓 集合 的 运算 作出 一 些 新 的 集合 ,最 
常用 的 运算 有 并 、 交 、 差 三 种 ,在 这 里 称 为 集合 的 基本 运算 . 


“ 8， 实 变 函数 


设 A,B 是 两 个 集合 ,由 集合 A 和 和 集合 B 的 一 切 元 素 所 组 成 的 集合 称 为 A 与 B 

的 并 集 或 和 和 集 ,简称 为 并 , 记 作 A UB, 即 
AUB={r|rE€A 或 rT € B}. 

由 所 有 既 属于 集合 A 又 属于 集合 B 的 元 素 所 组 成 的 集合 , 称 为 A 与 B 的 交 

集 ,简称 为 交 , 记 作 A 门 B, 即 
ANMNB={r|Ir€EAHxrEB}. 

由 属于 集合 A 而 不 属于 集合 B 的 那些 元 素 所 组 成 的 集合 , 称 为 A 与 B 的 差 

集 , 记 作 A 一 B 或 A\B, 即 
A—B={x|rx€EAHreEeB}. 

当 BCA 人 时, 称 差 集 A 一 B 为 B 关 于 A 的 余 集 , 记 作 CB. 

关于 基本 集 ( 设 S 是 基本 集 ) 的 差 集 5S 一 B 常 简 记 为 CB 或 B' .并 简称 它 是 B 
的 余 集 . 

并 与 交 的 运算 可 以 推广 到 任意 多 个 集合 的 情形 , 设 {A。 | a € 了 } 是 任意 集 族 ， 
其 中 a 是 指标 , I 是 指标 集 . 则 由 一 切 A,(a € 1) 的 所 有 元 素 所 组 成 的 集合 称 为 这 
个 集 族 的 并 集 , 记 为 UA。, 即 

WA = {7| 存在 某 个 a€E 1, 使 x € A,.}). 

而 由 一 切 同时 属于 每 个 A,(a € 了) 的 元 素 所 组 成 的 集合 , 称 为 这 个 集 族 的 交 

集 , 记 为 fA, 即 
站 4, 二 {71 对 一 切 a€ I， 有 xE€ A}. 


当 指标 集 1 是 正 整数 集 N- 时 , U,A, 或 A。 可 记 为 U 4, 或 站 A. 
定理 1.1.2 德 摩根 2 对 偶 公 式 . 
(1) C(U A.) =N CA,; 
a€l oaE 了 
(2) CCN A,)=U CA.,. 
aE 了 ao€l! 
证 明 这 里 只 证 明 (1),(2) 留 给 读者 证 明 . 
设 zE CCUA.)， 则 x € VA.> 对 切 a ET,x EE A, 过 对 一 切 a€E ,rE€ 
uE a 


@” 德 摩根 (De Morgan,1806 一 1871) .英国 数学 家 . 
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C4.>zEenca,=>CCU4D CN CA,. 
又 设 EN CA., 则 对 一 切 a ETrE CA, 
二 对 一 切 a€E Tr€A, 
-人 EVA. 
—>x EE COU Ae) 
> NCA, C COY A 
综 上 , C(U A = NCA,. 
集合 的 并 、 交 、 差 运算 具有 许多 性 质 , 下 面 列 出 这 些 性 质 中 常用 的 几 条 ,它们 是 
集合 运算 的 基本 定律 . 
设 S 是 基本 集 , 其 余 是 S 的 子 集 . 
(1) 交换 律 : AUB=BUA;ANB=B8NA. 
(2) 结合 律 :CAUB)YUC=AU BUGO ; (4NBNMC=AN(BNCOC). 
C3) 分 配 律 :An CUBJ =U,(AN BD):AU (NB) =N (AUD. 
(4) 等 军 律 .AUA==A;AN 站 mA 一 A. 
(5) 互补 律 :AUCA=S;ANCA-O. 
(6) 对 合 律 ; C(CA) = A. 
(7) 吸收 律 :AU (ANMmB)==A;ANMNMC(UUB)=A. 
此 外 ,还 有 
(8) CS = 他 ;CO = 5. 
(9)A—B=AN CB. 
(10) 车 ACB, 则 CB CCA. 
(11) (ANB)CAC(AUB). 
(12) 若 4.C Ba ET 则 YA CYB.. ,4. CA B.. 
以 上 关于 集合 运算 的 恒等式 ,都 能 由 定义 加 以 证 明 . 
例 1.1.8 证 明 分 配 律 AU (1 B.) = (AU EB.) . 
证 明 设 zc4UCnB.), 则 zc4 或 rzEnB。 
二 zx € A 或 对 一 切 a € JrE B, 


10. 实 变 函数 


这 对 一 切 a€E I,r€EAUB, 
>r€EN AU B.) 
>AU (NB.) CA AU B). 
又 设 z EN AU B), 则 对 一 切 a€E I ,rx€EAUB, 
之 若 x E€ A, 则 对 一 切 a€ 1,x€ B, 
这 x € A 或 对 一 切 a € I,x € B。 
>r€ AU (NB.) 
> NAUB)CAU' NB). 
综 上 ,AU (NB) = (A U B.). 
例 1.1.9 设 A, 二 {za 一 1 过 za}j,g€ R, 则 A 一 〈 一 co ,十 ce) . 
证 明 对 任意 的 a E R, 有 4 CC (一 c ,十 co 所 以 忆 4 人 So 十 ce) ， 


反之 , 设 并 € (一 ceo， 十 ce)， 则 
rE(lr—l,r|= A,~>rE > (一 co 十 co)C 昌 4A， 


因此 
UU A, 一 (一 co, 十 ce) . 


aE 有 
1 


例 1.1.10 设 Ai = z|-1+ 了 +<1- ， (i 二 1,2,…), 则 UA 
i 宇 1 


i 


I 


(一 1,1) . 
证 明 若 zeUA，, 则 有 证 使 zxE 4 CC (C 一 10D= UAC C1,D. 
反之 , 若 广 EE (一 1,1)， 则 有 31 使 之 一 1 十 十 ， 也 有 tz 使 + 之 1 一 十 ， 取 2 一 

1 2 


max {i ,iz}， 则 


rE€ As>zEU A 21 DEUA.. 
综 上 ， U A， 一 (—1,1) 四 


例 1.1.11 设 A; 二 [0,2 一 二 ] Ee N+, 则 


(DD UA = [0,2); 


。 1]11 。 


(2) N A, = [0,1]. 

证 明 ” 先 证 (1). 因为 对 任意 的 i€ N*, 有 A, = [0,2 一 地 ] C [0,2), 所 以 
U A; CL0,2). 

反之 , 设 re [0,2), 即 0 过 < 一 2, 则 有 充分 大 的 za € N+, 使 0 之 z+ 过 
2 一 过 一 2, 即 ze Au, 因 此 zeEUA, 这 样 UAI 一 [0,2). 

再 证 (2). 因为 A Ai CA 而 A 一 [0,1], 所 以 NAc [0,1]. 


又 因为 
A C A， 人 CCC CA., CA 人 CC， 


所 以 ,对 任意 的 ; E N*, 有 [0,1] = 4A, C Ai, 因此 [0,1] CN Ai, 这 样 
MA=[0,1]. 

例 1.1.12 设 4 一 人 | 一 至 <<z<< 二 EN， 则 

Da = 位于 序 <z<< 让 }， 

(2) N A = {0). 

证 明 ” 先 证 (1). 因为 A 二 A 二 … 汪 4, 所 以 们 A 一 4, = 
| 一 计 达 < 过 育 )- 

再 证 (2). 由 0 € Ai, iEN+ >0E 介 A>{0}C 闪 NAi. 以 下 证 明 几 A; CC 40), 只 须 


证 明 若 z 关 0, 则 x 站 A .事实 上 ,车 z+ 关 0, 则 |z|>>0, 存 在 i E N+', 使 |z1> 
1 


二 >zx > 十 或 z<< 一 二 >zE A>xENAi, 因 此 介 AiC {0}. 综 上 ,站 A 一 {0}. 
0 0 0 1 一 i= i= 


1.2 集合 列 的 极限 运算 


在 实 变 函 数 中 ,对 某 些 问题 的 研究 ,经 常 不 可 避免 地 要 涉及 一 列 集合 ,以 及 当 


”12。 实 变 函 数 


n 一 co 时 ,一 列 集合 的 “极限 ”, 所 以 我 们 现在 来 定义 集合 序列 的 极限 . 

就 像 数列 未 必 有 极限 ,集合 序列 当然 也 可 能 没有 极限 ,类似 数列 的 上 下 极限 概 
念 ,我 们 可 以 定义 集合 的 上 下 限 集 . 

定义 1.2.1 设 {A,} 是 一 列 集合 ,由 属于 该 集 列 中 无 限 多 个 集 的 那 种 元 素 的 
全 体 所 组 成 的 集 称 为 这 一 集 列 的 上 限 集 或 上 极限 , 记 为 limA, 或 limsup A, ;而 除 
有 限 个 集 外 ,属于 该 集 列 中 每 个 集 的 那 种 元 素 全 体 所 组 成 的 集 称 为 这 一 集 列 的 下 
限 集 或 下 极限 , 记 为 imA, 或 liminf A, . 由 定义 ，{A,} 的 上 限 集 和 下 限 集 还 是 一 
个 集合 . 并且 

limA, 一 {x | 对 任意 的 NE N ,存在 ”之 N, 使 zE A)， (1.2.1) 


limA, 一 (z| 存在 NEN, 当 2 之 六 时 ,zEA). (1.2.2) 
显然 有 如 下 包含 关系 
MN A, C limA, C limA, CU A,. (1. 2. 3) 
例 1.2.1 设 有 集 列 {A,}, 其 中 : 
As 一 | 02 一 pr 0， 1， 2，… 3 


A， = [10+ 去 |(m 一 1,2，…) ， 
求 limA， 和 limA,. 


解 考察 [0， 1], 当 x € [0,1], 则 xz € A,(n= 1,2,.…). 
NE 


也 存在 N: (zx), 使 得 n 汪 > Ni(zx) 时 ,有 Xx 二 2 一 . 取 NCz) = max {Ni(x)， 


We 一 , 即 当 n> N(z) 时 , +E 


2n 元 上 
A ,但 zE Ai> 工 反 limA, ,XlimA,，, 而 对 于 [0,2) 以 外 的 点 zz 不 属于 任 


何 A,, 所 以 
limA, = [0,2) ,limA, = [0,1]. 
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例 1.2.2 设 4, 一 [0,1 二 二 | 人 一 1,2, ), 求 inh 及 limA, ， 

解 当 z 二 0 时 , 工 不 属于 任何 A,. 

当 z>>1 时 ,存在 N(x) E NT ,使 当 na> NGz) 时 ,xz 之 1 十 二 , 即 当 my> N(z) 
时 , z € A,. 

当 zxzE€[0,l1]| 时 ,Xx € A,,n = 1,2,… 

所 以 limA, = [0,1],limA, = [0,1]. 

例 1.2.3 设 有 集 列 (A,) ,其 中 

1 


As, = (C21») 0<r<2n0<y 和 < 一 1,2，) ; 


ho = ((z'y 10<z< ‘0Sy Santl) n= 1,2,.). 


2n 十 1 
则 
limA, = {(0,0)}, limA, 二 {(zx,0) | 工 守 0} U {(0,y)1y 宇 


noo 


证 明 ”对 于 (zx,y) 作 以 下 分 析 讨 论 : 
(1) 若 工 二 0 或 y 二 0, 则 (zx,y) 不 属于 任何 一 个 A,(n == 1,2,…). 


(2) 车 zx 盖 0, 则 存在 NIz) E Ni', 当 n> N(x) 时 , 工 之 了 元 于 TI 全 (zy) E 


一 
As 9 即 {A,} 中 有 无 限 多 个 集 不合 (xz,y) ; 


车 y > 0, 则 存在 NCy) E N+ , 当 n > N(y) 时 ，y > 元 全 (zy) E Am， 即 


No 


(3) 车工 >0 且 y 盖 0, 由 (2)? 的 讨论 可 知 , 当 2 盖 开 一 max {N(x),N(y)} 时 ， 
(x,y) 不 属于 4,, 即 {A,) 中 含有 (zx,y) 的 集合 不 会 是 无 穷 多 个 ,因此 (z,y)《E 
limA, . 

(4) 若 z 一 0 且 y 关 0, 则 有 m， 使 0 秋 y> 委 2mz 十 1, 这 样 当 n 宇 mo 时 , (zx,y) 二 
(0,y)E Azri; 

车 y= 二 0 且 x 守 0, 则 有 nm, 使 0 过 xz 声 2m ,这样 当 2 之 站 时 ，(zy) 一 (Cr， 
0) € A2,. 


"” 14。 实 变 消 数 


综 上 , limA, = {(z,0) | xz 之 0} U {(0,y) 1y 之 0} , limA, 一 {(0,0)}. 
集 列 {A, } 的 上 限 集 与 下 限 集 都 可 以 用 集 列 {A,) 的 并 和 交 来 表示 ,它们 的 表 
达 式 是 : 
A,， (1. 2. 4) 
A 


limA, =U NN A,. (1.2.5) 


lm 


> 


证 明 为 叙述 方便 ,由 式 (1.2. 1) 和 式 (1.2.2), 设 4= limA, = {zx | 对 任意 的 
nE€N', 存 在 m 之 n, 使 TE A。) ;C= limA, 二 {x| 存 在 nEN', 当 mm 之 n 时 ， 


rr€EAn);B=NUA,.;D=UN A,. 

这 样 ,只 须 证 A 二 B,C 二 D、 

车 x € A, 则 对 任意 的 nE€ Ni, 总 有 m 之 nn, 使 TE A。, 即 对 任何 n€ N'， 
总 有 

rE€EUA,>rENU A,.=B. 

反之 ,车 x E B, 则 对 任意 的 NE N' ,总 有 xzE U A。, 这 样 ,存在 m 之 N, 使 rE 
4.=>zeE limA, 一 A. 于 是 A 二 B, 式 (1.2.4) 成 立 . 

车 x EC, 则 存在 n € N' ,使 当 m 宇 nx 时 , x € A。, 即 存在 n€ N', 使 

zx€ NA.>z€E U NA.=D. 

反之 ,车 x E D, 则 存在 N € N+ ,使 ze 站 A,, 即 存 在 NE N+, 当 m 之 N 时 ， 
有 ze A>r € limA, = C. 于 是 C= DD, 式 (1.2.5) 成 立 . 


有 -ec 


定义 1.2.2 设 {A,) 是 一 集 列 ,如 果 limA, 一 limA, 则 称 集 列 {A, } 收敛 ， 
将 limA, 或 limA, 称 为 集 列 {A, } 的 极限 , 记 为 imA, . 
定义 1.2.3 如 果 集 列 {4A,) 满足 A,C AAA, 二 AGO 一 1,2,…), 则 称 


(4, ) 是 单调 增加 (减少 ) 集 列 . 单调 增加 与 单调 减少 集 列 统称 为 单调 集 列 ， 
单调 集 列 是 收敛 的 . 


定理 1.2.1 如 果 {A,) 是 单调 增加 集 列 , 则 limA, = U A, ;如 果 {A,) 是 音 
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调 减少 集 列 , 则 limA, = 门 A, 


证 明 由 式 (1.2.3), 有 站 A, C limA, C limA, CU A,. 


看 一 oo 


若 {A,} 单调 增加 ,如 果 所 U A,, 则 有 no ENT ,使 xz € 4 CA + C's 所 以 
xz € limA,, 因此 , U A, C limA, C limA, . 


这 样 , limA, 一 U A, 且 limA, 一 U A,, 于 是 imA, = U A, . 


N00 


车 (A, } 单调 减少 ,如 果 z E limnA,, 则 有 NENT，, 当 2>>N 时 ,xzEA， 即 


Ho0 


TE AvnAvr ,而 (A,} 单调 减少 二 xE€ Avn CAvCAvwiC"“*CA:CAl, 
这 样 z € 间 A,, 因此 limA, C 站 A,, 于 是 limA, = 站 A,. 
又 因为 {A,) 单调 减少 ,所 以 U A。 = A, 二 limA, = 站 
有 limA, 一 站 A, 且 limA, 一 们 A,, 于 是 limA, = A . 
, 1 1 | 
例 1.2.4 设 4, 二 人 | 一 元 二 < 元 一 12，m) 求 Himh,， 
解 ” 因 为 (A,} 是 单调 减少 集 列 ,所 以 limA, 一 门 A, 一 {0} ( 见 例 1.1.12). 


例 1.2.5 设 A, 一 [> | 一 1+ 到 生生 1 一 二 om 1,2,…), 求 limA,，. 


解 ”因为 {A,) 是 单调 增加 集 列 ,于 是 limA, = U A, 一 (一 1,1) ( 见 例 1.1. 10). 


1.3 映射 与 基数 ( 势 ) 


在 现实 生活 中 , 当 我 们 谈 到 一 组 对 象 时 ,很 自然 地 会 涉及 到 这 一 组 对 象 的 个 数 . 
讨论 集合 问题 时 也 是 这 样 , 当 我 们 不 考虑 集合 中 元 素 的 性 质 而 抽象 地 研究 集合 时 , 集 
合 中 所 含 元 素 的 多 少 或 者 说 元 素 的 个 数 则 是 一 个 最 基本 的 概念 . 比如 一 个 由 50 名 学 
生 组 成 的 集合 与 一 个 教室 里 由 50 个 座位 组 成 的 集合 ,这 是 两 个 不 同 的 集合 . 当 我 们 
不 考虑 它们 的 元 素 的 具体 属性 时 , 则 有 一 点 却 是 共同 的 , 即 它们 的 元 素 个 数 相同 ,都 
是 由 50 个 元 素 组 成 的 集合 . 而 一 个 由 50 名 学 生 组 成 的 集合 与 另 一 个 由 30 名 学 生 组 
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成 的 集合 ,虽然 它们 都 是 由 学 生 组 成 的 集合 ,但 它们 的 元 素 个 数 却 不 相同 . 可 见 抽象 
地 研究 集合 时 ,集合 中 所 含 元 素 的 多 少 是 一 个 集合 非常 值得 重视 的 属性 . 

怎样 表示 集合 所 含 元 素 的 多 少 , 以 及 怎样 比较 两 个 集合 所 含 元 素 的 多 少 , 这 是 
本 节 要 讨论 的 问题 .为 此 先 明确 有 限 集 和 无 限 集 的 概念 , 我 们 把 空 集 与 只 含有 有 限 
多 个 元 素 的 集合 称 为 有 限 集 ,而 把 不 是 有 限 集 的 集合 称 为 无 限 集 或 无 穷 集 . 集合 所 
含 元 素 多 少 的 问题 ,对 有 限 集 来 说 ,只 要 把 它 的 元 素 一 个 一 个 数 出 来 就 行 了 ,而 对 
于 无 限 集 来 说 ,问题 就 很 复杂 了 . 在 这 里 ,“ 个 数 ” 一 词 尽管 实际 上 没有 直观 的 意义 ， 
然而 ,由 于 不 同 的 无 限 集 之 间 有 着 明显 的 差别 ,它们 所 含 元 素 的 多 少 是 可 以 比较 
的 ,比如 自然 数 全 体 和 实数 全 体 ,它们 都 是 无 穷 集 ,但 它们 在 元 素 “ 个 数 ” 的 “数量 
级 ”上 是 不 同 的 ,这 从 直觉 上 我 们 也 能 感觉 到 . 那么 对 于 自然 数 全 体 和 有 理 数 全 体 ， 
如 果 赁 直觉 认 为 有 理 数 比 自然 数 多 , 那 就 错 了 ,事实 上 ,自然 数 全 体 与 有 理 数 全 体 
之 间 元 素 “ 个 数 " 的 “数量 级 ”是 相同 的 . 因此 ,在 无 限 集 元 素 “ 个 数 ” 的 问题 上 ,直觉 
是 不 可 靠 的 ,有 必要 对 无 限 集 元素 “ 个 数 ” 问 题 进行 研究 ,使 我 们 得 以 分 清 哪 些 集合 
有 相同 的 元 素 “ 个 数 ”, 哪 些 则 不 同 . 

现在 我 们 回 过 头 来 看 看 有 限 集 元 素 的 个 数 是 怎样 确定 的 ,对 确定 一 个 教室 中 
的 学 生 全 体 这 个 有 限 集 ( 记 为 A ) 的 人 数 来 说 ,方法 就 是 一 个 一 个 地 “ 数 ”, 从 1 开始 
数 到 ” 我 们 就 说 这 个 教室 有 个人. 这 个 问题 的 解决 实质 上 是 把 这 个 教室 中 的 学 
生 全 体 的 集合 A 与 正 整数 集 Nt! 的 子 集 {1,2,…,n}) 一 对 一 地 对 应 起 来 ,为 叙述 方 
便 ,我 们 称 {1,2,…,n} 为 正 整数 列 的 某 一 截 段 ,并 记 M, = {1,2,…,n) .对 于 有 限 
集 之 间 元 素 个 数 的 比较 也 是 这 样 , 当 我 们 比较 一 个 教室 的 学 生 和 座位 是 否 相等 , 若 
不 相等 哪个 多 时 ,我 们 也 可 以 把 学 生 和 座位 对 应 起 来 ,如 果 是 一 对 一 地 对 应 , 则 学 
生 数 和 座位 数 相 同 ; 如 果 学 生 都 坐 下 来 还 有 剩余 的 座位 , 则 座位 比 学 生 多 ;如 果 每 
个 座位 都 坐 下 一 名 学 生 ,还 有 没 坐 下 的 学 生 , 则 学 生 比 座位 多 . 从 这 里 我 们 看 到 ,用 
一 对 一 的 对 应 方法 能 解决 有 限 集 元 素 个 数 和 两 个 集合 元 素 个 数 比 较 的 问题 ,这 局 
发 我 们 解决 无 限 集 元 素 “ 个 数 ” 的 比较 问题 也 可 以 用 这 种 一 对 一 的 对 应 方法 . 


1.3.1 映射 和 一 一 对 应 


定义 1.3.1 设 A,B 是 两 个 非 空 集合 ,如 果 存 在 一 个 法 则 p ,使 得 对 于 A 中 任 
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何 一 个 元 素 x, 按照 法 则 yp ,在 B 中 有 了 唯一 确定 的 元 素 y 与 x 对 应 , 记 为 
9:z 一 多， 
那么 称 这 个 法 则 p 是 从 A 到 B (中 ) 的 映射 , 记 为 
gp:A—B. 
当 上 映射 gp 使 y 和 x 对 应 时 , y 称 为 x 在 映射 p 下 的 像 , 记 作 y = p(x). 
对 于 任何 固定 的 y € B, 称 适合 关系 y = p(x) 的 x € A 的 全 体 为 元 素 y 在 gp 
之 下 的 原 像 , 记 为 pg '(y), 集合 A 称 为 映射 p 的 定义 域 , 记 为 D(y) . 设 C 是 A 的 
子 集 , C 中 所 有 元 素 的 像 的 全 体 记 为 p(C)，, 称 它 是 子 集 C 在 p 之 下 的 像 . 称 p(A) 
为 映射 p 的 值 域 , 记 为 R(y) . 
定义 1.3.2 设 pg 是 A 到 B 的 一 个 映射 . 
(1) 车 对 任意 的 zx,xz E A, 当 zz 关 zi 时 ,有 glzri) 关 plz2), 则 称 p 是 A 到 
B 的 单 射 ; 
(2) 车 pg(A) = B, 则 称 g 是 A 到 B 的 满 射 ,或 称 p 是 A 到 B 上 的 映射 
(3) 若 g 既 是 A 到 B 的 单 射 ,又 是 A 到 B 的 满 射 , 则 称 g 是 A 到 B 的 双 射 ,或 
称 g 是 A 到 8B 的 一 一 对 应 (或 一 一 映射 ), 记 作 ， 
p:A.B 
定义 1.3.3 设 g 为 A 到 B 的 一 一 映射 , 作 B 到 A 的 映射 y 如 下 :对 每 一 个 
y€EB, 由 yg 是 一 一 映射 , 则 y 在 g 之 下 有 了 唯一 的 原 像 +, 令 y:y 一 工 , 则 yy 是 映射 ， 
称 y 是 9 的 逆 映 射 , 记 y 为 p ' .并 且 yg ':B 一 A 也 是 一 一 映射 
例 1.3.1 证明 :(1) pg(U AD) = 口 P(AD) ;02) pg(N A) CN ya). 
证 明 (1) 按 证 明 集 合 相等 的 方法 . 
yE€ 9(U A;) 全 存在 x eU A， 使 pP(z) 一? 
兮 存在 zeEA,( < 委 zi< 十 co), 使 P(z) 一 > 
Sy € yp(A, DG 扫 和 < 十 co) 
EU9(CAD)， 


oo 


所 以 p(U 4 )= 品 (AD) ， 


(2) 按 证 明 集 合 包含 的 方法 . 
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yE€ ¢N A,;) 二 存在 工 EN A,, 使 g(x) 二 > 
=>y EE pA ,i = 1, 2，… 


=>y € NN pA) 
所 以 g(N AD) CN pg(A). 
注 ; 站 pg(Ai) C g( 站 A) 不 一 定 成 立 ,因为 由 y E g(Ai)(i 一 1,2,…) 不 能 得 


到 存在 工 E 门 Ai 使 p(x) 一 y. 比 如 可 能 存在 Z; E Ai, 使 p(Xi) 一 y， 也 存在 
TEA 使 PT) 一 y, 而 i 了 jj， 且 XY; 关 . 


2. 集合 的 对 等 和 基数 ( 势 ) 


定义 1.3.4 设 A,B 是 两 个 集合 ,如 果 存 在 一 个 A 到 8B 的 一 一 对 应 g, 那么 
称 集合 A 与 集合 B 对 等 (或 相似 ) , 记 为 A ~ B .规定 空 集 必 和 自身 对 等 . 

例 1.3.2 正 奇 数 集 Of = {1,3,5,…,2n 一 1,…} 和 正 偶 数 集 E+ = {2,4， 
6,… ,2n,，…}) 对 等 . 

证 明 ” 作 映 射 p:01+ -> E'，, 使 对 任意 的 E07', 令 g(xz) = 二 7 十 1, 则 gg 是 OF 
到 E! 的 一 一 对 应 ,所 以 O+ ~ EE'. 

例 1.3.3 正 整 数 集 N'== 科 ,2,…,n,…) 和 正 偶数 集 E* = {2,4,6,…， 
2n,…} 对 等 . 

证 明 作 映 射 g:N' 一 E', 使 对 任意 的 n€ N', 令 gln) = 二 2n, 则 gp 是 N* 到 
Et 的 一 一 对 应 ,所 以 N ~ Et . 

例 1.3.4 区 间 (0,1) 和 实数 全 体 R 对 等 . 

证 明 作 映 射 p: (0,1) 一 R, 使 对 任意 的 zx E (0,1)， 令 BCz) 一 tan (rz 一 


了 ). 则 9 是 (0,1) 到 R 的 一 一 对 应 ,所 以 (0,1) 一 有 


例 1.3.5 区 间 (0,1) 和 区 间 (0, 十 ce) 对 等 . 
证 明 作 映 射 p: (0,1) 一 (0, 十 co) ,使 对 任意 的 x E (0,1), 令 pCz) 一 


tan 了 37. 则 gpg 是 (0,1) 到 (0, 十 ceo) 的 一 一 对 应 ,所 以 (0,1) 和 (0, 十 ce) 对 等 . 
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例 1.3.6 区 间 [0,1) 和 区 间 (0,1] 对 等 . 
证 明 作 映 射 p:[0,1) 一 (0,1j, 令 
1， 工 一 0; 
e900 = 0<=<zx<l1. 

则 py 是 [0,1) 到 (0,1] 的 一 一 对 应 ,所 以 [0,1) ~ (0,1] . 

例 1.3.3. 例 1.3.4 和 例 1.3.5 说 明 , 一 个 无 限 集 可 以 和 它 的 一 个 真子 集 对 等 ， 
这 一 性 质 正 是 无 限 集 的 特征 ,对 有 限 集 来 说 ,这 一 性 质 是 不 能 成 立 的 ,这 样 我 们 可 
以 看 到 无 限 集 与 有 限 集 之 间 的 深刻 差异 . 由 此 ,我 们 利用 对 等 的 概念 给 出 有 限 集 、 
无 限 集 严 格 的 数学 定义 . 

定义 1.3.5 若 集合 A 为 空 集 或 与 某 个 M,。 = {1,2,…,n) 对 等 , 则 称 A 是 有 
限 集 , 凡 能 与 自身 的 某 一 个 真子 集 对 等 的 集合 称 为 无 限 集 . 

对 等 关系 有 以 下 性 质 ， 

定理 1.3.1 对 任意 集合 A,B,C, 恒 有 

(1) 自 反 性 , A 一 A; 

(2) 对 称 性 , 若 A ~ B, 则 B~A; 

(3) 传递 性 ,车 A ~ 8,B~C, 则 A~C. 

该 定理 可 由 定义 直接 得 到 . 由 此 可 知 ,对 等 是 等 价 关 系 . 

定理 1.3.2 设 {4A,} 和 {B,}) 为 两 个 集 列 . (4.) 中 任何 两 个 集 不 相交 ， 
{B, } 中 的 集 也 是 两 两 不 相交 的 , 即 A; 站 A; = 人, B; 站 B; = GO(i 关 7), 如 果 


As~B,ln=1,2,…), 则 UA, ~U 8B,. 

证 明 对 任意 的 nC N*， 由 A, ~ B,, 存在 A, 到 B, 的 一 一 对 应 p, :A 

作 UA, 到 UB, 的 一 个 映射 p 如 下 :对 任意 的 = E U A,, 必 有 唯一 的 i E 
N' ,使 EAs 令 y(z) 一 g(x)(g(z) EBiCUB.), 则 p 是 UA, 到 了 UB, 的 
映射 ,容易 验证 9 是 U A, 到 UB, 的 一 一 对 应 ,因此 UA, ~U B,. 

定义 1.3.6 设 A,B 是 两 个 集合 . 


(1) 如 果 A 和 B 对 等 ,那么 称 A 和 B 具有 相同 的 基数 (或 势 ), 记 集合 4 的 基 
数 为 到 ,4 和 B 具有 相同 基数 时 , 记 为 和 一， 
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(2) 如 果 A 对 等 于 B 的 某 个 子 集 B1, 那么 称 A 的 基数 小 于 或 等 于 B 的 基数 ， 
或 称 B 的 基数 大 于 或 等 于 A 的 基数 , 记 为 五 之 溃 或 玉宇 五 ;如 果 瑟 之 百 , 并 且 
及 尖 互 , 那么 称 A 的 基数 小 于 B 的 基数 ,或 B 的 基数 大 于 A 的 基数 , 记 为 五 二 请 或 
B>A. 

集合 的 基数 的 概念 可 以 看 做 有 限 集 合 中 所 含 元 素 个 数 的 推广 . 要 对 基数 给 出 
一 个 精确 的 定义 是 一 件 相 当 复 杂 的 事情 . 我 们 可 以 这 样 来 描述 :把 所 有 的 集合 进行 
分 类 ,两 个 集合 当 且 仅 当 对 等 时 属于 同一 类 ,每 一 类 给 予 一 个 特定 的 记号 , 称 为 该 
类 中 每 一 个 集合 的 基数 或 势 . 一 个 集合 的 基数 是 所 有 与 之 对 等 的 集合 所 共同 具备 
的 特征 . 对 任何 集合 A 和 B, 瑟 二 请 , 当量 仅 当 A ~ B .对 有 限 集 来 说 ,因为 它 或 为 
空 集 或 与 某 个 M, = {1,2,…,n) 对 等 ,我 们 就 用 作为 所 有 与 M, 对 等 的 这 类 集合 
的 特定 的 记号 ,于 是 有 限 集 的 基数 即 元 素 的 个 数 n, 基数 相等 也 即 元 素 的 个 数 相 
等 ,这 就 把 有 限 集 的 基数 和 通常 的 个 数 概念 统一 起 来 了 . 而 对 无 限 集 来 说 ,比如 与 
正 整数 集 N' = {1,2,…,n,…}) 对 等 的 那 一 类 集合 ,这 一 类 集合 以 N+ 二 {1,2,…， 
n,…) 为 代表 ,我 们 记 NN! 二 a,a 也 是 所 有 与 NT 对 等 的 这 类 集合 的 特定 的 记号 , 即 
这 一 类 集合 中 的 每 一 个 集合 的 基数 都 是 a, 这 当然 就 是 通常 元 素 个 数 概念 的 推广 . 


3. 伯 恩 斯 坦 ? 定 理 


是 否 所 有 的 无 限 集 都 有 相同 的 基数 呢 ? 在 本 节 引 言 中 已 经 提 到 凭 直 党 自然 数 
全 体 N 和 实数 全 体 R, 它们 的 基数 应 该 是 不 同 的 . 关于 这 个 结论 在 后 面 会 给 出 证 明 
的 . 既然 两 个 无 限 集 可 能 有 不 同 的 基数 ,如 何 进行 比较 呢 ? 下 面 的 定理 给 出 了 一 个 
十 分 有 效 的 方法 . 

定理 1. 3.3( 伯 恩 斯 坦 定理 ) 设 A 和 B 是 两 个 集合 ,如 果 A 与 B 的 某 个 子 集 
对 等 , B 又 与 A 的 某 个 子 集 对 等 , 则 五 二 . 

证 明 ”不妨 设 A CC A,Bi CB, 使 得 A~B1,B~Ai, 而 gy 是 A 和 Bi 之 间 
的 一 一 对 应 , gz 是 B 和 Al 之 间 的 一 一 对 应 ,于 是 , 记 : 


@” 伯 恩 斯 坦 (F. Bernstein,1878 一 1956) ,德国 数学 家 . 
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A = gz(B), B = pg1(A), 
A: = gz (Bl), B, = pAl), 
A; = oz (B:)， B; = 9g1(As), 
A = ga(B,), Br 一 PCA,)， 
这 就 是 说 : 
B~A,, A~B, 
Bl ~ A;,,， A 一 也， 
B, ~ A:， A, ~ 也, ， 
B, ~ An, A, ~ Bl, 


以 上 左边 的 一 列 对 等 关系 是 通过 映射 w 得 到 的 ,右边 的 一 列 对 等 关系 是 通过 
映射 p 得 到 的 . 
考虑 复合 映射 9 二 wm. : A 一 A, 则 通过 映射 p 知 
A~A,~A,~ ~ A ~ , 
A ~ A; ~ As ~ ~ AAs ~ *, 
由 Ai,Bi(i € N,A 一 A,Bo 二 B) 的 定义 显然 有 
ADADDAsDD A DID, 
BDOBDB,D BD, 
将 A 分 解 为 一 列 互 不 相交 的 集合 的 并 
A=(A—-AD)UA, 
一 (4 一 4A) U(CA 一 A) U A: 


= (A—AD)U (A—A)U A:—A)U-.… UD. 


其 中 D=AN An ANn… 一 站 A,, 同 样 
Al! = (Ai—A,)U (4: — A;) U (A;3— A) U … UD,, 
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其 中 D = A1 Asn A 由 …= 门 A,, 易 知 D=Di, 所 以 D~D. 
由 于 A~ A,,,n 一 1,2,.… ,A ~ As ln 一 1 2，……)， 所 以 
4 一 A 一 A: 一 A:， 
Al —A;, 一 43: A， 
A, 一 As 僵 As — A » 
之 Am 一 Ai 一 As 一 Ar 一 1 2. 
而 


A=D U [U (Ai 一 4 人 )]U [U (A,, > 一 AI )]， 


A = Di U [LU (A 一 As)]UFIU (An — Asm)]. 
因为 A, 一 Ai(n 一 1,2,…) 是 互 不 相交 的 集 列 ,所 以 由 定理 1. 3. 2 知 


U (Az, 2 Az1) 全 U (A,, 人 zi )， 
而 


D~ Di, U (A — Asn) ~U (Aot — As), 

因此 ,又 由 定理 1.3.2 知 A~Al, 而 A ~ B, 由 对 等 的 传递 性 , 知 A ~ B. 

如 果 从 基数 的 观点 来 看 伯 思 斯 坦 定 理 , 它 可 改 述 如 下 : 设 A 和 B 是 两 个 集合 ， 
如 果 大 之 主 , < 瑟 , 那么 , A = 一. 

例 1.3.7 若 CCBCA, 且 A~C, 则 A~B~C. 

证 明 A 一 C=>4 与 中 的 子 集 C 对 等 ,而 B 与 A 的 子 集 B 对 等 ( 自 反 性 ) 二 > 
A~B(Bernstein 定理 ) 之 了 一 A( 对 称 性 ). 

又 由 A ~ C=>B ~ C (传递 性 ) ,从 而 4 一 B 一 C. 
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4. Zermelo? 选择 公理 和 Zorn2 引 理 


很 自然 地 会 提出 问题 :任何 两 个 集合 是 否 必定 可 以 比较 它们 的 基数 的 大 小 , 即 
对 任 给 两 个 集合 A 和 B, 在 A 二 是 ,A == 百 ,A > 请 中 是 否 必 有 一 个 成 立 且 只 有 一 
个 成 立 呢 ?从 逻辑 上 讲 ,对 任何 两 个 集合 A 和 B, 必然 发 生 下 面 四 种 情况 之 一 : 

(1) A 可 以 对 等 于 B 的 某 个 子 集 B1，, 而 B 不 对 等 于 A 的 任何 一 个 子 集 ; 

(2) B 可 以 对 等 于 A 的 某 个 子 集 Al，, 而 A 不 对 等 于 B 的 任何 一 个 子 集 ; 

(3) B 可 以 对 等 于 A 的 某 个 子 集 Ai, 而 A 也 可 以 对 等 于 B 的 某 个 子 集 Bi; 

(4) A 不 对 等 于 B 的 任何 一 个 子 集 , B 也 不 对 等 于 A 的 任何 一 个 子 集 . 

情形 (1) 就 是 互 二 请, 情形 (2) 就 是 生 汪 上 证 . 由 Bernstein 定理 可 知 ,情形 (3) 就 
是 生 二 至 .因而 ,如 果 能 证 明 情 形 (4) 决 不 会 发 生 , 那 么 对 任何 两 个 集合 就 可 以 比较 
它们 的 基数 的 大 小 了 . 遗憾 的 是 ,至 今 尚 无 法 证 明 情 形 (4) 一 定 不 出 现 , 也 无 法 举 出 
例子 说 明 情 形 (4) 会 出 现 . Zermelo 给 集合 论 加 上 了 一 条 公理 , 即 Zermelo 选择 公 
理 , 依 据 这 条 公理 就 可 以 证 明 (4) 不 会 出 现 , 从 而 任何 两 个 集合 的 基数 都 是 可 以 比 
较 大 小 的 . 

鉴于 Zermelo 选择 公理 和 与 之 等 价 的 Zorn 引 理 在 数学 中 重要 的 基础 地 位 和 
在 数学 各 领域 中 应 用 的 广泛 性 ,应 该 对 其 有 必要 的 了 解 . 

Zermelo 选择 公理 ” 设 下 = {A.)。ef 是 一 族 两 两 不 相交 的 非 空 集合 , 则 存在 集 
合 L 满足 下 列 条 件 : 

(‘1D)L CUA, ; 

(2) 工 与 F 中 每 一 个 集合 有 且 只 有 一 个 公共 元 素 . 

直观 地 讲 , 可 以 从 下 的 每 个 集合 中 各 自 仅 取出 一 个 元 素来 构造 一 个 新 的 集合 
L .这 条 公理 与 后 面 要 介绍 的 Zorn 引 理 是 等 价 的 , 即 , 可 以 由 选择 公理 出 发 证 明 
Zorn 引 理 ,也 可 以 由 Zorn 引 理 出 发 证 明 选 择 公理 . 

首先 让 我 们 对 一 般 的 集合 引入 所 谓 的 序 关 系 。 

定义 1.3.7 设 S 是 一 非 空 集合 ,如 果 在 S 的 部 分 元 素 之 间 引 进 了 某 种 序 关 


QD 策 梅 洛 (Zermelo,1871 一 1953) ,德国 数学 家 . 
加 优 思 (Zorn,1906- 一 1993》, 德 国 数学 家 . 
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系 “ 之 ”, 满 足 : 

(1) as 和 aaES); 

(2) 车 se 委 00 委 c, 则 < 委 cs 

(3) 若 a 达 5b, 有 5 过 4a,y 则 a = 6b. 
则 称 ( S, 委 ) 是 一 个 偏 序 集 . 如 果 对 任意 a,bE S,ae 委 0 与 6 魏 a 必 有 一 个 成 立 , 则 
称 (S, 过 ) 为 一 个 全 序 集 . 

偏 序 集 与 全 序 集 的 差别 在 于 , 偏 序 集 中 只 有 部 分 元 素 有 序 关系 ,直观 地 讲 , 就 
是 可 以 比较 “大 小 ”. 而 全 序 集 则 是 指 集合 中 任意 两 个 元 素 都 可 以 比较 “大 小 ” 例 
如 ,以 通常 的 数 的 大 小 关系 来 定义 R 中 的 序 关 系 , 则 不 难看 出 (及 , 委 ) 是 一 个 全 序 
集 , 这 是 因为 任意 两 个 实数 都 可 以 比较 大 小 . 然而 ,假如 在 复数 域 C 内 定义 这 种 序 
关系 , 则 (C, 委 ?是 一 个 偏 序 集 ,因为 不 是 任意 两 个 复数 都 可 以 比较 大 小 . 

定义 1.3.8 设 (S, 委 ) 是 一 个 偏 序 集 , ACS,bE S, 若 对 一 切 zxE A, 都 有 
z<0, 则 称 5 是 A 的 一 个 上 界 . 如 果 aE S, 使 得 S 中 不 存在 zx, 使 < 委 z,a 夭 z, 则 
称 a 是 S 的 一 个 极 大 元 . 

Zorn 引 理 ”如 果 偏 序 集 (S, 委 ) 中 的 任何 全 序 子 集 在 S 中 都 有 上 界 , 则 S 中 一 
定 存 在 极 大 元 . 

Zorn 引 理 或 选择 公理 是 进行 数学 论证 的 有 力 工 具 , 它 的 作用 好 比 “ 数 学 归纳 
法 ”, 事 实 上 ,有 人 也 把 它 称 为 “ 超 穷 归 纳 法 ” 在 泛 函 分 析 等 后 续 课 程 中 将 会 看 到 它 
的 重要 作用 . 


1.4 可 数 集合 


提 到 无 限 集 , 有 两 种 基数 是 最 常见 的 ,也 是 最 重要 的 ,一 是 正 整数 集 的 基数 , 记 
为 a, 另 一 个 是 实数 集 的 基数 , 记 为 c .本 节 讨 论 与 正 整 数 集 对 等 的 那 一 类 集合 . 

定义 1.4.1 凡 和 全 体 正 整数 所 成 之 集 N' 对 等 的 集合 都 称 为 可 数 集合 或 可 
列 集合 . 

可 数 集合 是 最 简单 的 无 穷 集 ,意思 是 说 它 是 基数 最 小 的 无 限 集 ,这 由 下 面 的 定 
理 可 以 得 到 说 明 . 
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定理 1.4.1 任何 无 限 集合 都 至 少 包含 一 个 可 数 子 集 ， 

证 明 设 M 是 一 个 无 限 集 ,因为 M 和 天 由 , 可 以 从 M 中 取 一 元 素 , 记 为 e .由 于 
M 是 无 限 集 , 则 M 一 {e1} 关 络 ,于 是 又 可 以 从 M 一 {e}) 中 取 一 个 元 素 , 记 为 ez . 显 
然 ez2 EM , 且 e 关 ez . 设 已 从 M 中 取出 nn 个 这 样 的 互 异 元 素 e) ,es,…,e,, 由 于 M 
是 无 限 集 , 故 M 一 {ei ,es ,…,e,) 关 人 3@, 于 是 又 可 以 从 M 一 {ei ,ez,…,e,) 中 取 一 个 
元 素 , 记 为 ei, 显然 er E M 且 与 ei ,es，…,e, 都 不 相同 . 这样 ,由 归纳 法 ,就 可 以 
找到 M 的 一 个 无 限 子 集 {ei ,es ,…,e,，…}), 它 是 一 个 可 数 集合 . 

定理 1.4.2 可 数 集 合 的 任何 无 限 子 集 必 为 可 数 集合 ,从 而 可 数 集合 的 任何 
子 集 或 者 是 有 限 集 ,或 者 是 可 数 集 . 

证 明 设 A 是 可 数 集 , B" 是 A 的 一 个 无 限 子 集 ,那么 B" ~ B* C A, 所 以 
下 入 元 . 又 由 于 B* 是 无 限 集 ,由 定理 1.4.1 可 知 有 可 数 子 集 BC B' ,这 样 A~ 

己 B' ,所 以 下 之 .由 Bernstein 定理 可 知 一 态 , 即 B* 也 是 可 数 集 . 

以 后 为 叙述 方便 ,有 限 集 和 可 数 集 一 起 称 为 至 多 可 数 集 . 

由 可 数 集 的 定义 ,一 个 集合 A 是 可 数 集 , 当 且 仅 当 A 的 元 素 能 排列 成 无 穷 序 
列 {alas 和 wa) (i 天 jj 时 a; 关 a ) 的 形式 . 

定理 1.4.3 设 A 为 可 数 集 , B 为 至 多 可 数 集 , 则 A U B 为 可 数 集 . 

证 明 (1) 先 设 4 站 8B= 休 ,因为 人 是 可 数 集 , 设 A = (aaz，…ad，…)， 若 
B 是 有 限 集 , 设 B = {5 ,52,…,b}, 此 时 

AUB= {0b,b, ,bra da dn se) 
一 {bi sD2 »°*° ,De sD ‘Dirz ober se } » 

其 中 bo, = aa 二 1,2,…) .这 是 一 个 可 数 集 . 

车 B 是 无 限 集 , 设 B= {6,6b:,…,b,,…}, 此 时 ， 

AUB= {a,bi,as ,bas ,bs ay 
一 {ci 9sC2 9C3 9C4 9C5 9069 ”312A 1 Co 9 

其 中 co == ac 一 久 (E 一 1,2,…),， 这 是 一 个 可 数 集 . 

(2) 一 般 情 形 , 即 4 站 号 短 个 ,此 时 , 令 B 二 B 一 A, 则 AUB=AUB*, 并 
且 4AnB* =, 因为 B* CB,B 是 至 多 可 数 集 , 因 而 B” 是 至 多 可 数 集 .由 (1) 可 
知 , A U B* 是 可 数 集 , 于 是 A U B 是 可 数 集 . 


”26。 实 变 冰 数 


推论 1 有 限 个 至 多 可 数 集 A,Gi = 1,2,…,n) 的 并 集  A, 是 至 多 可 数 集 ,但 


如 果 至 少 有 一 个 ACT 委 i 和 受 m) 是 可 数 集 , 则 U A,; 必 是 可 数 集 . 
为 了 证 明 可 数 多 个 可 数 集 的 并 集 还 是 可 数 集 这 一 事实 ,我 们 给 出 一 列 集合 的 
并 集 表示 为 互 不 相交 的 一 列 集 的 并 集 的 方法 ,这 一 结果 以 例题 的 形式 给 出 . 


例 1.4.1 设 {A,} 是 一 列 集合 ' 设 Bi 一 Ai,Bi 一 A 一 (U A)(i> 2), 则 
BNB, -Gui ,UA =U BI ns<+co) 
证 明 对 任意 的 m,n€ NT ,不 妨 设 mw 之 , 则 B,C A,CU Alm 一 1 之 ), 而 


=U AiN LA, N CU A)] 
= OO » 
所 以 B, nm Bs。 = 二 名 (n 关 mm), 因此 {B,}) 是 互 不 相交 的 集 列 . 


下 证 U A=UB(1<n<to). 

车 zEU B,, 则 

rE€B, (li tH) rEA rEUATUBCUA, (1 <n<+%); 
车 + EU A,， 则 z 包 含 在 一 些 4A。 中 (1 志 n; < 十 0). 

设 是 这 些 n 中 的 最 小 者 ,车 mw 一 1, 则 x € A, = B=>z €U B. 

车 加 之 1 则 z EU A 


no 一 1 
之 工 € A -UU A, 一 B, 
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定理 1.4.4 设 4;(i = 1,2,…) 都 是 至 多 可 数 集 , 则 U A, 是 可 数 集 . 
证 明 (1) 先 设 A; 站 A; = GGi 关 门 , 设 


Ai = {anvyalz ara dls, ), 
Az: = {az1 sd22 r U23 sd24 9 U25 站 
A; = {aal 9Q32 9433 9 031 9 035 0 9 
A1 = (dyaszyaia yd ya ， 
Ai = (astyaiz yd53 3454 sdss ,0 )} 


称 p 十 4 二 hh 为 元素 am(p,9 二 1,2,…) 的 高 度 , 按 高 度 从 小 到 大 编号 ,在 同一 高 度 
中 按 g 值 由 小 到 大 编号 ,这 样 就 可 以 把 并 集 U A; 中 所 有 的 元 素 排 成 一 列 : 


a saa aia yaa 22 G94 Am 2 G23 dl 
因此 ，U A, 是 可 数 集 . 

(2) 一 般 情 形 , 令 A? 一 A,,A; 一 A, 一 U A 之 2), 则 由 例 1.4.1 可 知 ， 
UA=UA’ 有 AnA = Gi#). 
| 现在 各 A; 都 是 至 多 可 数 集 , 若 这 些 A; 中 只 有 有 限 个 不 为 空 集 , 则 由 定理 
1.4.3 之 的 推论 1 可 知 U A; 是 可 数 集 (因为 A; 一 A, 是 可 数 集 ). 

如 果 有 无 限 多 个 A” 不 为 空 集 , 这 时 ,也 就 是 有 可 数 多 个 Ar 是 至 多 可 数 集 ,由 
情形 (1) 可 知 U A, = U A; 是 可 数 集 . 

定理 1.4.5 有 理 数 全 体 是 一 个 可 数 集 . 

证 明 ”我 们 用 Q’* 和 Q 分 别 表示 正 有 理 数 集 和 人 负 有 理 数 集 . 


设 A, = 1 ,2,3,...,7,... (m 二 1,2,…), 则 A 是 可 数 集 ,而 Qr = 
mm m m 
总 A。, 由 定理 1.4.4 可知 Q+ 是 可 数 集 .而 Gr 一 QT (QT 一 0 ), 因 而 ,Q- 


是 可 数 集 . 因 此 Q=QUQT U {0) 是 可 数 集 ( 定 理 1. 4. 3 推论 1). 
定理 1.4.6 车 A 中 每 个 元 素 可 由 n 个 互相 独立 的 记号 一 对 一 地 加 以 决定 ， 


”28。 实 变 六 数 


各 记号 跑 遍 一 个 可 数 集 , 即 A 二 (a, .,.… }, xt € 1.,1, 是 可 数 集 , k 二 1,2,…， 
n(x = ZX 了 (2 2， “nj Oo 1,2,.) 则 A 是 可 数 集 , 

证 明 用 数学 归纳 法 , 当 n = 1 时 , 即 A 中 元 素 只 由 一 个 记号 决定 , 设 A = 
{a ar oan ), 这 是 一 个 可 数 集 . 

设 # = mm 时 定理 成 立 , 则 当 n 二 mm 十 1 时, 设 A 二 {a .,.….,), 又 设 A 中 
满足 zx， = xzg 的 元 素 全 体 为 A, 则 A, = {a p= 1,2,°0). 


Eg 


因为 A; 中 每 个 元 素 的 第 m 十 1 个 记号 已 经 明确 圈定 下 来 ,所 以 A, 中 每 个 元 素 
只 由 m 个 互相 独立 的 记号 一 对 一 地 加 以 决定 ,因而 由 归纳 法 假设 , A; 是 可 数 集 


二 1,2,…) ,而 A 一 U A; ,由 定理 1.4.4 可 知 A 是 可 数 集 . 

例 1.4.2 由 平面 上 坐标 为 有 理 数 的 点 的 全 体 所 组 成 的 集合 为 一 个 可 数 集 . 

证 明 设 该 集合 为 A, 平面 上 坐标 为 有 理 数 的 点 的 形式 为 (&,&), 其 中 避 
和 总 互相 独立 ,各 自 跑 遍 有 理 数 集 Q. 于 是 A 中 每 个 元 素 由 两 个 互相 独立 的 记号 
一 对 一 地 加 以 决定 , 且 各 记号 跑 遍 一 个 可 数 集 . 因此 ,由 定理 1.4.6 可 知 . A 是 可 数 
集 . 

例 1.4.3 设 A= {nnnm)|nEN',] 过 i 过 上 }, 则 A 是 可 数 集 . 

证 明 ”A 中 每 个 元 素 (m,n2，,… ,nm) 由 & 个 互相 独立 的 记号 一 对 一 地 加 以 决 
定 , 各 记号 跑 遍 一 个 可 数 集 N” ,由 定理 1.4.6 可 知 A 是 可 数 集 . 

例 1.4.4 有 理 系数 多 项 式 aoxr’ 十 aix"! 十 … 十 az 十 的 全 体 是 一 个 可 数 
集 . 

证 明 ”对 于 每 个 n€ N, 把 mn 次 有 理 系数 多 项 式 全 体 记 为 A,, 则 A, 中 每 一 个 
元 素 co 必 十 az 十 … 十 az 十 心 由 2 十 1 个 互相 独立 的 记号 一 对 一 地 加 以 决定 ， 
每 一 个 记号 跑 遍 一 个 可 数 集 Q, 由 定理 1.4. 6 可 知 A, 是 可 数 集 . 而 有 理 系数 多 项 


式 的 全 体 所 组 成 的 集合 是 U, A, 由 定理 1.4.4 可 知 ，U A, 是 可 数 集 . 

同 理 可 证 , 整 系数 多 项 式 的 全 体 是 一 个 可 数 集 , 进 而 代数 数 ( 整 系数 多 项 式 的 
根 ) 的 全 体 是 一 个 可 数 集 . 

例 1.4.5 凡 无 限 集 必 与 它 的 一 个 真子 集 对 等 . 

证 明 设 A 是 无 限 集 , 则 由 定理 1. 4. 1 可 知 A 存在 一 个 可 数 子 集 {a juewr ， 
令 B 二 A 一 {a1}, 则 B 是 A 的 真子 集 . 作 映 射 
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gp:A—B 9 
且 
aU, aEA 一 (ae 
PCa) = 
dis a {av est* 且 4 一 ae 人 (一 1,2,…)， 


则 yg 是 A 与 B 之 间 的 一 一 对 应 ,因而 A 与 它 的 一 个 真子 集 B 对 等 . 


1.5 ”连续 基数 


在 上 一 节 提 到 在 无 限 集 中 有 两 种 基数 是 最 常见 且 最 重要 的 , 那 就 是 正 整数 集 
N-” 的 基数 a 和 实数 集 R 的 基数 c, 一 般 地 称 a 为 可 数 基 数 , c 为 连续 基数 . 对 于 可 
数 基数 ,我 们 已 经 作 了 比较 详尽 的 讨论 . 本 节 讨 论 连 续 基 数 c . 

在 无 限 集中 ,有 没有 不 是 可 数 集 的 无 限 集 ,如 果 没 有 ,那么 所 有 的 无 限 集 都 是 
可 数 集 , 这 种 讨论 就 没有 必要 了 .事实 上 ,不 但 有 不 是 可 数 集 的 无 限 集 ,而 且 对 于 无 
限 集 来 说 ,不 存在 最 大 的 基数 . 

我 们 将 不 是 可 数 集合 的 无 限 集合 称 为 不 可 数 集合 ,将 与 实数 集 R 对 等 的 那 一 
类 集合 称 为 具有 连续 基数 的 集合 . 

定理 1.5.1 全 体 实 数 所 组 成 的 集合 R 是 一 个 不 可 数 集 合 . 

证 了 明 由 例 1.3.4 可 知 (0,1) 与 及 对 等 ,因而 ,只 须 证 明 (0,1) 是 不 可 数 集 就 
可 以 了 . 

对 于 每 一 个 a € (0,1), 都 可 以 上 唯一 地 表示 为 10 进位 无 限 小 数 


a 
一 0. js" 一 一 1.5.1 
a CIGC2C3C1CZ 一 | 10" 《 ) 


的 形式 . 其 中 a, 是 0,1,…,9 中 的 一 个 数字 , 且 不 以 0 为 循环 节 , 称 (0,1) 中 实数 的 
这 种 表示 为 正规 表示 . 反之 ,每 一 个 如 式 (1. 5.1) 表 示 的 无 限 小 数 都 是 (0,1) 中 某 
一 实数 的 正规 表示 (如 0. 57 的 正规 表示 为 0.56999… ). 

以 下 用 反 证 法 证 明 . 如 果 (0,1) 中 的 实数 全 体 是 可 数 集 , 即 (0,1) = {a”， 


(2 a ,ee 


将 每 个 a” 表示 成 正规 的 无 限 小 数 : 
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[用 1 

CO = 0.aiVal a ., 
{2) yt 

CD = 0,al as? a , 
(3) 3) (3) (3) 

4 = 0.al a cg , 


eno soaeve 


现在 设法 在 (0,1) 中 找 出 一 个 与 {a ,a ,ac ，…) 中 所 有 的 实数 都 不 同 的 
实数 . 
考察 对 角 线 上 的 数字 am(m = 1,2,…). 作 一 个 无 限 小 数 如 下 : a = 
0.aiazas…， 上 其 中 
1 ， 车 a 天 1 
上 车 a 二 1. 
这 个 无 限 小 数 是 (0,1) 中 某 一 实数 的 正规 表示 , 它 与 {a ,a ,a,…) 中 的 
每 一 个 io" (2 二 1,2,…) 的 正规 表示 都 不 相同 , 即 a 关 a"(n 二 1,2,…). 从 而 
(0,1) 关 {a ,a ,ac ，…}, 与 假设 矛盾 . 因此 (0,1) 是 不 可 数 集 , 因 而 R 是 不 可 
数 集 . 
推论 1 ca， 
定理 1.5.2 任意 区 间 (w,p),[u,b), (ab],[a,o]j,(a, 十 cco),[a, 十 co)， 
(一 cc,a), (一 coya] 均 具有 连续 基数 c(a<b). 


证 明 作 映 射 p:(a,6) -~ (0,1)， 对 任意 的 zxE (a,6), 令 glz) 一 二 <, 则 9 


是 (a,68) 到 (0,1) 的 一 一 对 应 . 所 以 (a,6b) ~ (0,1) 一 R. 对 于 其 他 的 区 间 可 用 如 下 
的 方法 证 明 ,以 (ca, 十 ce) 为 例 . 
因为 (a,) C (ay 十 co)CR, 而 (ap) 一 及 .由 例 1.3.7 知 (ae ,十 co) 一 R. 
定理 1.$.3 设 Ai,A:,…,A,,… 是 一 列 互 不 相交 的 集合 ,它们 的 基数 都 是 


c, 则 UA, 的 基数 也 是 < . 
证 明 设 L=[x 一 1,), 则 LN LD= 名 (m 关 7); 而 1 = cln= 1,2,…)， 


所 以 也 ~ A 二 1,2,…) ,从 而 U A, 一品 也 = [0,+co), 而 [0 十) 一 <， 


办 此. U A, 的 基数 是 < . 
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定理 1.5.4 实数 列 全 体 E” 的 基数 是 c. 
证 明 记 B 为 E" 中 适合 0 过 x 过 1(n 二 1,2,…) 的 点 {zi ,Xs ,XT,，"…}) 的 
全 体 . 设 zE B,z= (xi ,Xx2 ,XT,，"*}, 其 中 工 , 是 实数 . 作 映 射 9p: 


pxX) = (tan (zi— rtan (Xs 一 Or tan (Xn 一 到 )r » 


则 gp 是 B 到 E” 的 一 一 对 应 ,所 以 让 = 素 .我 们 只 须 证 明 B 的 基数 是 c. 
事实 上 ,将 (0,1) 中 每 个 xz 与 B 中 的 点 x 二 {zr,x,…} 对 应 ,就 能 知道 (0,1) 
对 等 于 了 的 一 个 子 集 . 即 豆 之 0, = <. 
反之 ,对 B 中 的 任何 工 = (zz…z…} 按 10 进位 无 限 小 数 正规 表示 
Tn(n 二 1,2,…), 有 
Ti = 0. x xi Tle, 
Ta = 0. ZalT2z "Tan", 


wosnes eaeeee 


由 x 二 {x,} € B, 作 小 数 yx) : 
PX) = 0. Tu Ta Ti Tn Tt Tn 
显然 J(x) E (0,1), 而 且 当 x 工 关 yy 时 , y(x) 关 J《(y), 所 以 由 映射 J,B 也 对 等 于 
(0,1) 的 一 个 子 集 ,从 而 瑟 << 010,1) = c . 由 Bernstein 定理 可 知 ,请 = 00,1), 因此 
lam 三 CC。 

定理 1.5.5 nn 维 欧 几 里 得 空间 R" 的 基数 为 < . 

证 明 将 了 中 的 点 (Cror…r) 对 应 于 E” 中 的 点 (zyre，…zny0， 
0,…}, 则 R" 对 等 于 E” 的 一 个 子 集 , 即 RR’ < 所 一 c .再 将 R 中 的 点 工 对 应 于 RR 
中 的 点 (x,0,…,0), 则 R 对 等 于 R" 的 一 个 子 集 , 即 c = 政和 到 .由 此 更 =. 

定理 1.5.6 [a,6] 上 的 连续 函数 全 体 CLa,b] 的 基数 是 c . 

证 明 由 于 常数 函数 属于 CLa,65], 而 [a,6j 上 的 常数 函数 全 体 K ~ R, 因此 
及 ==c. 由 于 于 =c, 所 以 E" 与 CLa,] 的 子 集 K 对 等 .下 面 证 明 C[a,b] 与 E” 的 
一 个 子 集 对 等 . 

我 们 把 [a,5] 中 的 有 理 数 全 体 排 成 一 列 , 记 为 ri ,r;,…,r,，…，, 任何 一 个 连续 
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函数 /(Cz) € C[La; 站 ,由 它 在 7 yro… 7,，… 上 的 值 Fr ,fre),… ,f(r7,),… 完 
全 决定 .事实 上 ,因为 对 于 任何 x € [a,b], 存在 上 述 有 理 数列 的 子 数列 m 一 
Xx(i>co). 由 于 /的 连续 性 ,f(x) = limf(x,) .因此 CLa,bj] 到 E” 中 的 映射 9: 
了 一 (Fr Fr f(r,),…} 是 CLa,6b] 到 EE? 的 一 个 子 集 pl(CLa,6j]) 的 一 一 
对 应 , 即 C[a,6] 与 E* 的 某 个 子 集 对 等 .于 是 CLa,b] = c. 

基数 的 大 小 既然 可 以 比较 ,是 否 存在 最 大 的 基数 呢 ? 下面 的 定理 回答 了 这 个 
问题 , 即 没有 最 大 的 基数 . 

定理 1.5.7 设 MM 是 任意 一 个 集合 , 它 的 所 有 子 集 所 构成 的 集合 为 PUM), 则 
BW > M. 

证 明 首先 证 明 M 与 PCUM) 不 对 等 . 若 不 然 , M ~ PUM), 则 对 于 每 个 a € M， 
都 有 PUM) 中 一 元 素 即 M 的 一 个 子 集 MM 与 之 对 应 . 作 集 合 M = {ala€ M 但 
a€EM,}), 则 M* CANM>AM € P(MD，, 从 而 应 有 AMM 中 元 素 a” 与 之 对 应 . 若 a”E AM  ， 
则 由 M* 之 定义 ,应 有 a*”E€ M’ ,矛盾 . 若 w EM" ,由 M 的 定义 ,应 有 ce” EM'， 
矛盾 . 从 而 , M 与 P(M) 不 对 等 . 

其 次 ,证 明 M 对 等 于 P(M) 的 一 个 子 集 . 对 每 一 个 a E M, 使 a 对 应 于 {a} € 
PCM)， 则 M 与 忆 COM) 的 一 个 子 集 Mi = {{(z) | x € M} 对 等 . 

综 上 ,由 定义 可 知 BOM) > 六. 

例 1.5.1 设 A 和 B 是 两 个 集合 ,如 果 亏 口 瑟 = c, 则 全 =c 或 了 =c. 

证 明 由 于 下 一 c, 所 以 不 妨 设 AUB= R’. 

因为 ACAUB,BCAUB, 所 以 A<AUB=.c,B< 


令 


3 
| 
全 


4 "= 一 ttzERI 存 在 yER, 使 (zy) € A}， 
B, 一 (7yERI 存 在 zxrER, 使 (zy) E 了)， 
则 A* CR,B, CR. 
如 果 瑟 二 c 且 百 < 之 c, 则 A* 关 R 且 B, 关 有 R, 如 若 不 然 , 则 A 或 B 有 一 个 基 
数 为 c 的 子 集 , 这 与 和 二 c 且 户 <<c 了 矛盾 . 
取 EER 一 A*,nER 一 B,, 则 (tf,pER=AUB. 
另 一 方面 ,由 & EA’ 可 知 (&,7) EA, 由 7y€EB, 可 知 (&,7) EB. 这 样 (&， 
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7 E A UB. 蔬 盾 . 因 此 A= c 或 =. 
例 1.5.2 设 A 是 可 数 集合 , 则 A 的 所 有 有 限 子 集 组 成 的 集合 A” 亦 必 可 数 . 
证 明 设 A= (zzo… ,zx,,…),As 是 A 的 含有 个 元 素 的 子 集 全 体 . 若 
rEA, 则 工 = {rT } TE A(l iCk) .Th A 中 元 素 {zx zw， 
zx, } 由 上 个 互相 独立 的 记号 一 对 一 地 加 以 决定 , 且 每 个 记号 跑 遍 一 个 可 数 集 . 
事实 上 ， 
Xn 跑 遍 可 数 集 A， 
z,。 跑 遍 可 数 集 A 一 {z， )， 


Tn 跑 遍 可 数 集 A 一 {x ST, 9 9 Tn 
所 以 ， A. 为 可 数 集 ( k= 1,2，…) . 


这 样 A 的 所 有 有 限 子 集 组 成 的 集合 4' 一 出 A:(4, 一 CI) 是 可 数 集 , 
例 1.5.3 2 一 ,其 中 是 可 数 基数 , c 是 连续 基数 . 
证 明 ”2* 表示 一 个 可 数 集 的 所 有 子 集 构成 的 集合 的 基数 . 考虑 正 整 数 集 N* ， 
因为 2 二 BON77, 所 以 只 须 证 明 BCN™) 二 c. 
设 A, 是 N* 的 所 有 有 限 子 集 全 体 , A。 是 N 的 所 有 无 限 子 集 全 体 . 则 
P(N')=A,UA,,ANA.=. 


对 任意 的 BE A。, 令 p(B) 起 汪 , 则 gp 是 从 A 到 (0,1] 上 的 一 个 一 一 对 


2 
应 ,所 以 A = c, 而 A 二 a, 因此 PONY) = ce, 这样 2 一 <. 
到 此 ,我 们 讨论 了 两 个 重要 的 无 限 基数 a 和 c . 有 一 个 很 有 趣 的 问题 ,是 否 存 
在 这 样 的 集合 A, 其 基数 位 于 a 和 c 之 间 , 即 a 二 瓦 过 c .Cantor( 康 托 ) 首 先 考 虑 了 
这 个 问题 ,他 猜测 ,没有 这 个 中 间 基数 ,这 就 是 著名 的 Cantor 连续 统 假设 . 严格 说 
来 ,至 今 没 有 人 能 够 证 明 是 否 存 在 这 种 基数 ,但 人 们 普遍 承认 这 一 假设 ,并 将 此 作 
为 集合 论 的 一 条 公理 .已 经 证 明 , 这 条 公理 与 集合 论 的 其 他 公理 是 互相 独立 的 . 


}. 


1 


习 题 


1. 设 A 一 {aypce)， 求 P(A) . 
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2. 若 E=[0,2xj,f(zx) 二 sin xz, 求 E[f=0],E[f>>0],ELf<0]. 
3. 设 下 一 [ 垃 ,1 一 广 ], 求 UF, 和 间 F,. 
4. 设 A,E 是 任意 两 个 集合 , 则 A= (ANE)UCANCE). 


5. (1) 证 明 {z1z> 之 0) 一 U {xz1z> 二 }; 


(2) 求人 站 {zx | xz 之 过) . 

6. 设 f:A 一 B,A, CA,B. CEB， 证 明 ， 

(1) 车 ff 是 A 到 B 的 单 射 , 则 广 '(f(A0o)) 一 Ai 

(2) 车 ff 是 A 到 B 的 满 射 , 则 f(f'(B。6)) = Bo. 

7. 设 4 ,一 (0, 工 ) ,Au 一 (0,m)(n 一 1,2,…), 求 出 集 列 {Av} 的 上 限 集 和 下 
限 集 . 

8. 证 明 : 由 直线 上 互 不 相交 的 开 区 间作 为 集 A 的 元 素 , 则 A 为 至 多 可 数 集 . 

9. 证 明 :单调 增加 函数 的 不 连续 点 最 多 只 有 可 数 多 个 . 

10. 试 找 出 使 (0,1) 和 [0,1] 之 间 一 一 对 应 的 一 种 方法 . 

11. 证 明 ; [0,1] 上 全 体 无 理 数 组 成 的 集合 基数 为 c. 

12. 设 {f,(7z)} 是 区 间 互 = [ae, 拉 上 的 实 函 数列 f(r) 委 /CCz) 委 … 委 
Cr) 声 …, 又 设 {f(x)} 具有 极限 函数 f(x)，, 证 明 对 任何 实数 c 有 : 


(1) E[f>d] =U FE[f,>cj; 


(2) EL[f < c= EL, <. 
13. 设 {f,(x)} 是 定义 在 上 的 实 阻 数列 ,g(x) =sup{ f(z) } ,h(x) =inf{f, 
(xz)}) ,证 明 对 任何 实数 a 有 : 


(1) ELg > a] =U ELf, > a]; 
(2) ELg <a] = ELf, <a]; 
(3) ELh < a] =N ELf, < a]; 


(4) E[h > a] = 站 Ef, > a]. 
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14. 设 F(z) 是 定义 在 集 互 上 的 函数 , a 是 任意 实数 ,证 明 : 


(WE[f > 4] = ELf>a— ti] 


(2) ELf < 4a] =U ELf <a—t]. 


15. 记 每 项 取 值 为 0 或 1 的 数列 全 体 所 成 的 集合 为 了, 即 了 = {{al,as，…， 
ap |a 一 0 或 lmEN )， 则 工 的 基数 是 < . 

16. 设 f(r) 具有 如 下 特性 :对 一 个 xz。， 有 正 数 8 与 之 对 应 , 当 | x 一 zo | 过 6 时 ， 
f(xr) 之 f(zo) ,那么 f(x) 的 函数 值 的 全 体 是 至 多 可 数 集 . 
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第 2 章 点 集 


在 第 1 章 里 ,我 们 介绍 了 集合 的 基本 知识 ,给 出 了 一 些 重要 概念 和 基本 性 质 . 
而 实 变 函 数 课程 研究 的 函数 是 定义 在 n 维 欧 几 里 得 空间 R" 的 子 集 上 的 实 值 函数 ， 
因此 ,有 必要 对 R" 中 的 点 集 作 进 一 步 的 讨论 . 本 章 在 第 1 章 的 基础 上 ,着 重 讨论 R” 
中 的 点 集 所 特有 的 一 些 性 质 , 需要 指出 的 是 ,因为 R" 中 点 集 也 是 集合 ,因而 ,第 1 
章 中 关于 一 般 的 集合 的 所 有 结果 对 R" 中 的 点 集 都 适用 ,但 R" 中 的 点 集 所 具有 的 
许多 特殊 性 质 ,对 于 一 般 的 集合 就 不 一 定 成 立 了 . 


2.1 7 维 欧 几 里 得 空间 


在 解析 几何 和 数学 分 析 中 ,我们 已 经 对 一 维 欧 几 里 得 空间 R' ( 即 R, 实 直 线 ) ， 
二 维 欧 几 里 得 空间 R:〈 即 实 平面 ) 和 三 维 欧 几 里 得 空间 R*( 即 现实 的 三 维 立 体 空 
间 ) 有 了 比较 深入 的 了 解 . 现在 ,我 们 讨论 n 维 哆 几 里 得 空间 . 

定义 2.1.1 设 n 是 正 整 数 , 由 个 实数 构成 的 有 序数 组 zx = (zxi ,zz ,x,) 
的 全 体 组 成 的 集合 , 称 为 n 维 点 集 , 记 作 R", 即 R" = {r= (zz 和 yz) | x E€ 
R,i = 1,2,.…,n}. 

为 了 深入 研究 n 维 点 集 R" 中 邻 域 .有 界 集 、 点 列 收 敛 等 概念 ,需要 对 R" 中 的 
点 之 间 定 义 距离 .为 了 使 问题 讨论 适用 于 更 广泛 的 情形 ,我 们 对 一 般 的 集合 给 出 距 
离 的 概念 . 

定义 2.1.2 设 X 是 一 个 非 空 集 合 , 如 果 对 于 X 中 任何 两 个 元 素 z 和 y，, 都 有 
一 个 确定 的 实数 , 记 为 p(x,y)，, 与 之 对 应 , 且 满 足下 面 三 个 条 件 , 则 称 p 是 XX 上 的 
一 个 距离 , 称 p(x,y) 是 zx 和 y 之 间 的 距离 ,而 称 X 是 以 po 为 距离 的 距离 空间 (或 度 
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量 空 间 ). 记 为 (X,p) . 这 三 个 条 件 是 : 

(1) 非 负 性 , p(x,y) 宇 0, 而 且 p(x,y) = 一 0 当 且 仅 当 一 y; 

(2) 对 称 性 , p(x,y) 一 pCy,z) ; 

(3) 三 角 不 等 式 , o(z,y) 委 po(zz) 十 po(z,y)， 这 里 z 也 是 X 中 的 任意 一 个 元 
素 . 

对 于 R" 中 的 任意 两 点 z = (zz 和 zy 一 (yy 入 )， 定 义 实 函 数 


(zyy) = [> (一 22 下， 则 pCx,y) 满足 距离 的 三 个 条 件 (1),(2),(3). 称 p 


为 R* 上 的 欧 几 里 得 距离 , 称 CR" ,o) 为 n 维 欧 几 里 得 空间 . 

定义 2.1.3 设 PoER' 是 一 固定 点 ,SG>0 为 一 实数 , 则 集合 {Plp(P,Po) 一 
6} 称 为 以 P。 为 中 心 的 6 邻 域 , 记 作 U(P。 ,6). 

P。 称 为 邻 域 的 中 心 , 5 称 为 邻 域 的 半径 , 某 邻 域 当 不 需要 指出 半径 时 ,可 以 简 
单 地 说 是 P, 的 某 邻 域 , 记 作 U(P。), 显然 ,在 R,R:,R: 中 的 邻 域 UCP。,5)， 就 分 别 
是 以 已 为 中 心 以 8 为 半径 的 开 区 间 . 开 圆 和 开 球 . 

容易 证 明 邻 域 具 有 如 下 基本 人 性质: 

(1) 对 于 QeE UCP), 存在 U(Q) CUCP) ，; 

(2) 对 于 P 关 Q, 存在 UC(P) 和 U(Q) ,使 UCP) 站 UCQ) = 人. 

定义 2.1.4 设 {Pi}) 是 RR" 中 一 个 点 列 , PE R"， 如 果 当 &-=>co 时 ,有 pCP， 
P) 一 0, 则 称 点 列 {Pe} 收敛 于 P。 记 为 limP, 一 Po 或 P; 一 Po(k 一 02). 

用 邻 域 的 语言 来 说 ,就 是 ; limP, 二 Po 全 对 Pu 的 任意 邻 域 U(P。), 存在 KE 
N+ , 使 当 上 > 天时 ，P，E UCP,) . 

用 “一 N ”语言 来 说 ,就 是 : limP = Po 后 对 任意 的 二 0, 存在 KE N ,使 
当 k>> K 时 , p(Pi,Po) 一 s. 

定义 2.1.5 设 A,B 是 两 个 非 空 点 集 ,A 与 B 的 距离 定义 为 

p(A,B)= infp(P,Q). 


QEB 
定义 2.1.6 设 A 是 非 空 点 集 , A 的 直径 定义 为 6(A) = supp (P,Q) ， 
QEA 


定义 2.1.7 设 EE 为 R" 中 一 点 集 , 如 果 6(E) 二, 则 称 E 为 有 界 点 集 ( 空 集 
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也 作为 有 界 点 集 ). 

显然 ,E 是 有 界 集 售 存 在 常数 M, 使 对 任意 的 z= (zz，…z)E 巨 ,都 有 
|z| 委 MG 一 1,2，……,7m)， 

下 是 有 界 集会 存在 常数 ,使 对 任意 的 = (x ,xs，… ,zx,) EE 有 p(x,0) 声 
K, 其 中 O= 二 (0,0,…,0) 为 R" 的 原点 . 

定义 2.1.8 点 集 {(zxisyz2yT0) | a 过 过 bi,i 一 1,2,…,n) 称 为 R" 中 的 
开 区 间 ; 如 果 把 其 中 的 不 等 式 都 改 为 a; 志 x 志 61(i 二 1,2,…,n), 则 称 为 R" 中 的 
闭 区 间 ; 如 果 把 不 等 式 都 改 为 ai 二 x 二 b(i 二 1,2,…,n) 或 a; 太 Xi < 达 bi(i 二 1， 
2,…,n)，, 则 称 为 R" 中 的 左 开 右 闭 区 间或 左 闭 右 开 区 间 . 当 没 有 必要 区 分 上 述 各 种 
区 间 时 ,统称 为 区 间 , 记 作 了 6; 一 a;(i == 1,2,…,n) 称 为 1 的 第 i 个 “ 边 长 ”, 区 间 了 


2.2 ”内 点 和 内 部 . 聚 点 和 导 集 、 寞 点 和 边 寞 


对 于 R" 中 的 点 集 EE 和 R’ 中 的 点 P。, 研究 P, 相对 于 巨 的 位 置 关 系 , 有 以 下 三 
种 情况 ， 

(1) P。 附近 根本 没有 下 的 点 ; 

(2) P。 附近 都 是 下 的 点 ; 

(3) P。 附近 既 有 属于 EE 的 点 也 有 不 属于 E 的 点 . 

针对 这 三 种 情况 ,用 邻 域 概念 给 出 如 下 定义 . 

定义 2.2.1 设 下 CR ,PER". 

(1) 若 存 在 某 一 6 汪 0, 使 U(Po,66) CCE (或 U(Po,66) 门下 = 人) , 则 称 P。 
为 E 的 外 点 . 

(2) 若 存在 某 一 2 > 0, 使 U(Po,66) CE, 则 称 Po 为 EE 的 内 点 . 

(3) 若 对 任何 2 之 0, 总 有 U(Po,66) 站 EB 且 U(Po,66) 站 CE 天 地, 则 
称 P, 为 EE 的 界 点 . 

从 定义 可 以 知道 ,EE 的 内 点 属于 E,E 的 外 点 不 属于 玉 ,E 的 界 点 可 以 属于 EE， 
也 可 以 不 属于 E ;EE 的 外 点 也 是 CE 的 内 点 ; 王 的 界 点 也 是 CE 的 界 点 . 
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如 果 考 虑 在 点 Po 的 附近 是 否 总 是 “凝聚 着 ”点 集 瑟 的 点 ,又 可 以 定义 两 种 类 型 
的 点 . 

定义 2.2.2 设 下 CR ,PE R. 

(1) 车 对 任何 8>0,P。 的 $ 邻 域 UCP,,S) 中 都 含有 五 中 的 无 穷 多 个 点 ,也 就 
是 说 U(P。,6) 站 EE 是 E 的 无 穷 子 集 , 则 称 Po 为 EE 的 一 个 聚 点 . 

(2) 若 P。E€ EF, 但 Po 不 是 EE 的 从 点 ,也 就 是 说 ,存在 某 一 6 >0, 使 避 
(P,,60) 门下 = {Po}, 则 称 P 为 EE 的 一 个 孤 立 点 . 

应 当 注 意 , EE 的 孤立 点 必 属 于 E, 但 玉 的 聚 点 可 以 属于 EE, 也 可 以 不 属于 EE. 

从 定义 可 以 看 出 ,EE 的 内 点 必 为 E 的 聚 点 ,EE 的 孤立 点 必 为 E 的 界 点 . 反 过 来 
却 未 必 成 立 . 

定理 2.2.1 设 忆 CR ,PE R", 则 下 面 三 个 命题 是 等 价 的 : 

(1) P。 是 五 的 聚 点 ; 

(2) 对 任何 8 > 0, 在 U(P。,6) 内 至 少 含 有 一 个 属于 而 异 于 P。 的 点 ; 

(3) 存在 一 个 各 点 互 异 的 点 列 {P,} ,使 P, ~ Po(n 一 00). 

证 明 (1) > (2), 设 P, 是 巨 的 聚 点 , 则 对 任何 S>0,UCP, ,5) 内 都 含有 五 中 
的 无 穷 多 个 点 ,因此 ,在 U(CP,,5) 内 至 少 含有 一 个 属于 下 而 异 于 P。 的 点 . 

(2) 之 (3), 设 (2) 成 立 , 则 在 U(Po,1) 内 有 一 个 点 PE 而 异 于 Po, 令 人 6 二 


min {p(Pi,P。), 方 }, 那么 在 UCP,,61) 内 有 一 个 点 P, € EE 而 异 于 P。, 由 6 的 定 


义 可 知 卫 ， 异 于 Pp, 9 令 沁 一 min fo(P。,P,) ,三 )， 同样 ,在 UP, ,6;) 内 有 一 个 点 
P; EE 而 异 于 P。, 且 P; 与 P: 和 P, 都 不 同 . 这 样 继 续 下 去 ,得 到 一 个 互 异 点 列 
{P,} ,满足 p(P,,Ps) < 二 一 0 co) 


(3) 一 (1), 设 存在 一 个 各 点 互 异 的 点 列 { 忆 ,}, 使 P, 一 PC 一 co), 则 对 任 
何 8>0, 存 在 KEIN, 当 ?> 类 时 ,PEUCP,.3) ,内 为 {P,} 是 互 异 点 列 , 所 
以 在 U(P。,6) 中 有 无 穷 多 个 点 (Per ,Priz，…) 性 {1P,)CCE. 这 样 P。 是 EE 的 
聚 点 . 

上 述 三 个 命题 既然 是 等 价 的 ,那么 (1),(2) 和 (3) 都 可 以 作为 聚 点 的 定义 , 其 中 
命题 (3) 告 诉 我 们 ,点 集 的 聚 点 必 为 王 中 一 个 互 异 点 列 的 极限 ,因此 ,也 常 把 五 的 
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聚 点 叫 作 五 的 极限 点 . 

根据 上 面 引 入 的 概念 ,对 于 一 个 给 定 的 点 集 已 , 我 们 可 以 考虑 上 述 各 种 点 的 集 
合 ,其 中 重要 的 是 下 面 四 种 . 

定义 2.2.3 设 ECR. 

(1) 称 EE 的 全 体内 点 所 组 成 的 集合 为 E 的 内 部 , 记 为 已 ， 

(2) 称 EE 的 全 体 聚 点 所 组 成 的 集合 为 E 的 导 集 , 记 为 E ; 

(3) 称 巨 的 点 及 其 聚 点 的 全 体 所 组 成 的 集合 为 瑟 的 闭 包 , 记 为 E, 即 E=EU 
E’,; 

(4) 称 E 的 全 体 界 点 所 组 成 的 集合 为 E 的 边界 , 记 为 9E. 

例 2.2.1 对 于 正 整 数 集 N CR, 每 个 正 整数 ”都 是 N 的 孤立 点 , 且 
(Ni 一 人 (NT 一 人 IN =N ON 一斑 . 

例 2.2.2 设 Q 为 (0,1) 中 全 体 有 理 数 所 组 成 的 集合 ,因为 对 任何 ~E Q,r 都 
不 是 Q@ 的 内 点 ,所 以 Q = 个 . 

因为 对 任何 x € [0,1] 的 任何 邻 域内 总 有 Q 的 无 穷 多 个 点 ,所 以 Q = [0,1]， 
因此 Q=QUQ' = QU [0,1] = [0,1]. 另 一 方面 ,对 任何 x € [0,1] 的 任何 邻 
域内 既 有 有 理 点 (属于 Q ) 又 有 无 理 点 (不 属于 Q), 故 为 Q@ 的 界 点 ,从 而 03Q 二 [0， 
1j]. 

例 2.2.3 设 1I= aDCR, 则 P=1T= (a,D),T =[a,bl,T=IUT = 
[a,6],9l = {a,b}. 

例 2.2.4 设 E= {Cr,0) | a 二 zx 二 5)CCR, 则 

EP=@O,E =E=IE={(r,0) la<r<o)CR. 

从 例 2.2.3. 例 2.2.4 可 以 看 出 ,在 R 上 考虑 线段 和 在 R: 上 考虑 线段 ,尽管 是 
园 一 条 线段 ,然而 ,二 者 的 内 点 和 内 部 . 聚 点 和 导 集 . 闭 包 以 及 边界 等 不 一 定 完 全 一 
致 . 因此 ,在 研究 这 些 概念 时 ,要 与 集 所 在 的 空间 联系 起 来 考虑 . 

关于 点 集 巨 的 闭 包 匹 , 我 们 有 E=EU3E= U3E 二 E' UE 的 全 体 孤 
立 点 . 

尽管 巨 的 表示 形式 不 同 ,但 本 质 特征 在 于 :车 P € E, 则 在 P 的 任 一 邻 域 
U(P) 内 都 至 少 有 一 点 属于 EE. 
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根据 这 一 特征 ,可 以 得 到 下 面 闭 包 与 内 部 的 对 偶 关 系 ， 

定理 2.2.2 设 ECR, 则 CE = CE,CE = (CE)'. 

证 明 设 PeCE', 则 对 P 的 任何 邻 域 U(P), 都 有 gE€E, 亦 即 对 P 的 任何 
邻 域 U(P), 都 有 点 g € CE, 由 闭 包 的 本 质 特征 , PE CE, 这 样 , CE" CC CE. 

又 设 PE CE, 则 对 P 的 任何 邻 域 U(P), 都 有 点 q€ CE, 所 以 PE 到 ,PE 
CE", 这 样 CE C CE?, 所 以 , CE" = CE. 

下 面 证 明 CE = (CE)" . 

设 PECE, 则 PEE, 由 EE 的 本 质 特征 的 ,存在 P 的 某 邻 域 U(P), 使 UCP) 
中 不 含 已 中 的 点 之 PE (CE)*, 这 样 CE CC (CE)'. 

又 设 PE (CE)", 则 存在 P 的 某 邻 域 U(P), 使 U(P) 中 不 含 E 中 的 点 ,所 以 
P EE,PE CE, 这 样 , (CE) C CE, 所 以 CE = (CE)'. 

定理 2.2.3 设 ACB, 则 A’CB,ACB,ACB. 

证 明 设 PeA', 则 点 P 的 任何 邻 域 UCP) 中 都 有 无 穷 多 个 点 属于 A, 而 
4CB, 因而 点 P 的 任何 邻 域 UCP) 中 都 有 无 穷 多 个 点 属于 B, 所 以 PE B ,因此 
A'CB'. 

设 PE A', 则 存在 点 PP 的 某 邻 域 U(P), 使 UC(P)CA, 而 ACB, 则 U(P)C 
B, 所 以 PE B" ,因此 A'CB?. 

因为 ACB,A’CB’, 所 以 AUA'CBUB', 因 此 ACB. 

定理 2.2.4 (AUB)=A'UB'. 

证 明 ”一 方面 ,因为 ACAUB,BCAUB, 由 定理 2.2.3 可知, A’'C(AU 
B)',B’ CCAU BB)', 所 以 A'UB'C(AUB).. 

另 一 方面 , 设 PE (4UB) , 往 证 PEeA4A'UB'. 若 不 然 ,PEA4' 且 PEB'， 
则 有 PP 的 某 邻 域 UiCP) 除 已 外 不 含 4 的 任何 点 ,也 有 PP 的 某 邻 域 U,(P) 除 P 外 
不 含 B 的 任何 点 , 作 P 的 邻 域 U;(P), 使 U;(P) CUCP) 人 则 Ui(P), 那么 在 
Us:(P) 中 除 P 点 外 不 含 4 U B 的 任何 点 ,这 与 P € (A U B) 矛盾 . 从 而 
PEA'UB'，, 因 此, (AUB)CA'UB . 综 上 , (AUB)=A UB’. 

例 2.2.5 设 ACR 为 非 空 集 ,求证 : 

(1) 车 A 是 孤立 点 集 ( A 中 的 每 个 点 都 是 孤立 点 ), 则 入 过 a; 
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(2) A—A 二 ai 

(3) 车 A 之 a, 则 A 之 a. 

证 明 (1) 设 A 是 孤立 点 集 , 则 对 任意 的 x € A, 存在 6. > 0, 使 得 (x 一 6.， 
Zz 十 6.) 门 A = {zx}, 对 任意 的 x,y € A, 当 x 关 yy 时 ,对 满足 上 面 的 6.,6, 再 要 求 


8. 之 1z 一 y1,6, <|z 一 y 1, 这样, 就 有 守 十 党 过 | z 一 y1. 于 是 


(和 + -和 s+- 


取 有 理 数 rE€ (zx 一空, 十 容 ) ,使 + 与 r, 对 应 , 则 A 与 有 理 数 集 Q 的 一 个 子 集 
对 等 ,因此 生 入 “. 

(2) A 一 A' 若非 空 , 则 必 为 孤立 点 集 ,由 (1) 可 知 全 一 入 

(3) 显然 A CC (4 一 A) U A'. 由 题 设 ,及 a, 而 A= 久 <<a, 所 以 


(A 一 AUA <a, 因 此 ,A<a. 

定理 2. 2.S(Bolzano 一 Weierstrass)9 定 理 若 EE 是 R" 中 一 有 界 的 无 穷 集合 ， 
则 玉 至 少 有 一 个 聚 点 P(P 可 以 不 属于 E), 即 EE 着 ， 

该 定理 的 证 明 方 法 与 数学 分 析 课 程 中 在 R 和 R? 情形 的 证 明 相同 (也 可 见 参 考 
书目 [3])， 


2.3 开 集 和 闭 集 


我 们 把 (a,6) 称 做 开 区 间 ,而 把 [a,6] 称 做 闭 区 间 ，(a,b) 与 [a,65] 的 区 别 在 
于 (a,b) 中 的 点 都 是 内 点 ,而 [a,65] 则 不 同 , 点 a 和 点 6b 是 [a,6bj] 的 边界 点 (也 是 聚 
点 ). 对 于 一 般 的 集合 ,我 们 有 如 下 定义 ， 

定义 2.3.1 设 ECR", 若 EE 中 的 每 一 个 点 都 是 E 的 内 点 , 则 称 EE 为 开 集 . 

例如 ,全 空间 R" 及 名 都 是 开 集 ; R 中 的 开 区 间 (a,6) 是 R 中 的 开 集 ;单位 开 贺 
盘 {(z,y) zx 十 y 二 1}) 是 R? 中 的 开 集 ;直线 上 的 有 理 数 集 、 无 理 数 集 都 不 是 展 中 
的 开 集 . 


@ 波 耳 撒 诺 一 维尔 斯 特 拉 斯 (1815- 一 1897) ,德国 数学 家 


第 2 章 点 集 * 43。 


定义 2.3.2 设 瑟 CR" ,如果 五 的 每 一 个 聚 点 都 属于 已 , 则 称 三 为 闭 集 . 

例如 ,全 空间 R" 及 人 都 是 闭 集 ; 闭 区 间 [a,5] 是 R 中 的 闭 集 ;单位 闭 圆 盘 
{zy) | 十 站 志 1}) 及 {lx,0) 1a 委 z 委 外 都 是 R: 中 的 闭 集 ;直线 上 的 有 理 数 
集 、 无 理 数 集 都 不 是 R 中 的 闭 集 . 

因为 显然 有 所 C 已 ,3 已 中 的 点 或 者 是 巨 的 聚 点 或 者 是 刁 的 孤立 点 ,所 以 , 瑟 
为 开 集 的 充 要 条 件 是 EE = EF,E 为 闭 集 的 充 要 条 件 是 9E CE. 

定理 2.3.1 对 任何 点 集 ECR’",E' 是 开 集 , BE 和 EE 都 是 闭 集 . 

证 上 明 车 饭 = 他 , 则 EE? 是 开 集 . 

车 包 冯 各, 任 取 PE 到, 由 P 的 定义 可 知 P 是 EE 的 内 点 ,存在 P 的 某 邻 域 
UCP) CE, 对 任意 的 gE UC(P), 存在 g 的 某 邻 域 U(g), 使 U(g) CUCP) CE, 
所 以 , g 是 EE 的 内 点 ,因此 , U(P) C 到 ,由 此 ,PP 是 E? 的 内 点 , 即 PE (EP , 亦 
即 EE? CC(E')", 于 是 到 是 开 集 . 

下 面 证 明 E' 是 闭 集 , 车 E 没有 聚 点 , 即 (E') = 个 , 这 时 (E) CE,E 是 
闭 集 . 

若 E 有 聚 点 , 任 取 PE (CE')', 往 证 PEE .由 PE 人 (E)' ,在 P 的 任意 邻 域 
U(P) 内 ,有 一 个 属于 五 而 异 于 P 的 点 Pi, 因为 PE U(P), 则 有 Pi 的 邻 域 
U(P1) CU(CP), 并且 PEUCP1) ( 设 U(P) 的 半径 为 6, 取 U(P) 的 半径 8 = 


min { 广 pCP1,P), 广 (6 一 p(P1,P))) ,由 PE E', 在 UCP) 内 有 一 个 属于 而 异 


于 已 的 点 P;, 从 而 在 UC(P) 中 有 一 个 属于 上 E 而 异 于 PP 的 点 Pi(P € UCP)， 
PE U(P1)), 因此 PE E', 这 样 (E') CE', 于 是 FE 是 闭 集 . 

再 证 巨 是 闭 集 . 

因为 (E) 一 (EUE) =EU(E)CEUEFE=E CE, 所 以 EE 是 闭 集 . 

定理 2.3.2 ” 开 集 与 闭 集 的 对 偶 性 : 

(1) 若 G 是 开 集 , 则 CQ 是 闭 集 ; 

(2) 车 下 是 闭 集 , 则 CF 是 开 集 . 

证 明 (1) 设 G 是 开 集 . 若 (06) = 名, 则 (06)” C 06,0G 是 闭 集 . 若 
(CG)' 关 名 , 取 PE (CG)', 则 P 的 任何 邻 域 UCP。) 都 有 CG 中 异 于 Po 的 点 , 亦 
即 P, 的 任何 邻 域 U(P。) 都 有 不 属于 G 的 点 ,所 以 , P。E€ G? = 二 G, 因而, Po € 06， 
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这 样 (0G)”C 0G6, 于 是 CG 是 闭 集 . 

(2) 设 下 是 闭 集 , 往 证 CF 是 开 集 , 即 要 证 CF CCCF)" .车 CF = 二 3, 则 CF C 
(CCF) ,CF 是 开 集 . 若 CF 关 人 6, 任 取 P,€ CE, 则 P。E 下 , 则 存在 P, 的 某 邻 域 
U(CP,) ,使 UCP,) C CF, 车 不 然 , 对 P。 的 任何 邻 域 U(P,) 都 有 一 个 下 中 的 点 ,这 
个 点 又 异 于 P,( 因 P, E 下) ,这 样 PE F', 由 下 是 闭 集 ,就 有 PE 下 , 与 PE 
FF 矛盾 . 从 而 UCPo) CCF .因此 P。 是 CF 的 内 点 ,所 以 CF CC (CF)"', 于 是 , CF 是 
开 集 . 

定理 也 可 以 这 样 证 明 、 

设 G 是 开 集 ,由 CG = 06* = 06, 因此 06 是 闭 集 . 

设 下 是 闭 集 ,由 (CF)* = CF = CF, 因此 CF 是 开 集 . 

定理 2.3.3 (1) 任意 多 个 开 集 的 并 集 是 开 集 ;(2) 有 限 多 个 开 集 的 交集 是 开 
集 , 

证 明 (1) 设 {G, | a € 1} 是 由 任意 多 个 开 集 组 成 的 一 个 开 集 族 , 其 中 了 为 指 
标 集 . 往 证 G 二 UG。 是 开 集 . 

不 妨 设 G 关 人 吉 , 任 取 PEG, 则 存在 某 一 a,E 1 使 PE G .因为 G 是 开 
集 , 所 以 有 P 的 某 邻 域 UCP), 使 U(P) CG CG, 这样 P 是 G 的 内 点 ,因此 GC 
G", 于 是 G 是 开 集 . 


(2) 设 G1,G，…,G, 是 有 限 个 开 集 , 往 证 G 二 门 G, 是 开 集 . 

不 妨 设 G 关 名 , 任 取 PEG, 则 对 每 一 个 i(1 志 i 过 nn), 有 PEG,, 而 每 个 G; 
是 开 集 ,所 以 存在 人 i， 使 UTCP,S) CG(li 一 1,2，……,7) . 令 8 一 min {6, 02 1 9 
则 UCP,8) Cn G; = G. 这 样 P 是 G 的 内 点 ,因此 GC G ,于 是 G 是 开 集 . 


需要 注意 的 是 ,任意 多 个 开 集 的 交 不 一 定 是 开 集 . 例如 , 设 G, = (一 过, 于) 


n 
Gn 一 1,2,…), 则 每 个 G, 是 开 集 ,然而 站 G, 一 站 (一 三 ,二 ) 一 {0} 是 闭 集 . 


定理 2.3.4 (1) 任意 多 个 闭 集 的 交集 是 闭 集 ;(2) 有 限 多 个 闭 集 的 并 集 是 闭 
证 阴 ”该 定理 的 证 明 可 以 运用 集合 运算 的 De Morgan 公式 和 定理 2. 3. 3 直 
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接 给 出 . 

设 FaceE7TTI 是 指标 集 ) 是 闵 集 . 因为 QF = CC FD))= CY CF), 
而 由 于 F, 是 闭 集 ,所 以 由 定理 2. 3. 2 可 知 CF。 是 开 集 (a € D). 

由 定理 2. 3.3 知 CFE。 是 开 集 , 再 由 定理 2. 3.2 知 NF = C(OYCE.) 是 闭 集 . 


同 理 可 证 UU F; 是 闭 集 ,其 中 F,(i = 1,2,…,n) 是 闭 集 . 
需要 注意 的 是 ,任意 多 个 闭 集 的 并 也 不 一 定 是 闭 集 . 例如 , 设 F, 一 [一 1 十 二 ， 


1 一 二 ](n 一 1,2,…), 则 每 个 F, 是 闭 集 ,然而 UF, 一 U [一 1 十 二 ,1 一半] = 


(一 1,1) 是 开 集 . 

尽管 任意 多 个 开 集 的 交 不 一 定 是 开 集 ,任意 多 个 闭 集 的 并 也 不 一 定 是 闭 集 ,但 
是 有 两 种 情形 , 即 可 数 多 个 开 集 的 交 和 可 数 多 个 闭 集 的 并 是 值得 重视 的 ,这 在 以 后 
会 经 常 运用 到 . 

定义 2.3.3 (1) 设 集合 G 是 可 数 多 个 开 集 {G1 ,Gs,…,G,,…} 的 交集 , 即 


G= 几 Gi, 则 称 G 为 G。 型 集 . 


(2) 设 集合 下 是 可 数 多 个 闭 集 {F ,F,，… ,FF,,…} 的 并 集 , 即 下 一 UU F,, 则 称 
下 为 ,型 集 . 

由 集合 运算 的 De Morgan 公式 知 , Gs 型 集 的 余 集 是 下 , 型 集 , F, 型 集 的 余 集 
是 Ge 型 集 . 

例 2.3.1 设 EE 关 人 ,EE 关 R", 则 EE 至 少 有 一 个 界 点 , 即 9EF 关 弛 .进而 , 若 
EF 关 信 ,EE 关 R', 则 E 不 能 即 是 开 集 又 是 闭 集 . 

证 明 设 ECR',E 关 名 ,E 关 RR", 则 E 和 CE 都 是 非 空 集 . 取 Po 一 (zi， 
Ti) E EP = (yyy Ys) ECE. 

邻 P= (GyoDrityst (Dr ty, t+ (0) zr) ,01tC1, 则 
点 集 {1P, 10 过 1 之 1) 是 连接 P。 和 Pi 的 直线 段 . 

设 6 二 sup {1 | PE€EE}, 则 0 记过 1. 

车 P, EE, 则 关 1, 对 任意 的 1E [50,1j, 满 足 6 过 1 志 1, 必 有 已 EE. 任 取 轧 ， 
使 6 过 tl1, 且 一 4, 则 PP， 一 P,, 由 P, EE,P, EE(m=1. 
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2,…), 可 知 P, €9E. 

车 PE 已 , 则 所 天 0, 任 取 思 ,使 0 二 思 <b 加 一 5, 则 P, 一 Pi ,由 P, EE,P,, 
EE(m=1,2,"…), 所 以 P, €9E. 

这 样 5 匹夫 他. 

下 面 证 明 车 玉 头 人 @, E 关 R", 则 王 不 能 即 是 开 集 又 是 闭 集 . 

因为 9E 天 人 ,所 以 有 PuE 9E,P。 或 者 是 玉 的 孤立 点 ,或 者 是 EE 的 聚 点 , 若 P 
是 王 的 孤立 点 , 则 P。EE, 但 P, EE ,所 以 E 不 是 开 集 . 

车 P, 是 下 的 聚 点 , 当 P。E€ EE 时 ,由 P。E€ 户 , 则 E 不 是 开 集 . 当 P。€ EE 时 ， 
则 E' 不 包含 于 EE, 所 以 EE 不 是 闭 集 . 

因此 ,车 E 关 名 ,E 取 R", 则 EE 不 能 即 是 开 集 又 是 闭 集 . 

在 数学 分 析 课 程 中 ,已 经 学 习 了 R: 中 的 Heine-Borel 有 限 覆 盖 定 理 

设 DC R’ 为 一 有 界 闭 域 , (A,) 为 一 开 域 族 , 它 覆盖 了 D ( 即 DC UA ), 则 在 


{A.) 中 必 存 在 有 限 个 开 域 A, ,A ,… ,A, ,它们 同样 覆盖 了 DD ( 即 D CU A )( 见 参 
考 书目 [10]). 

在 这 里 ,把 有 限 覆 盖 定 理 推广 成 更 一 般 的 情形 ,这 种 更 一 般 的 情形 在 参考 书目 
[10j 中 也 提 到 了 ,但 没有 给 出 证 明 . 

定理 2.3.5 (Heine?-Borel® 有 限 覆盖 定理 ) 设 下 是 一 个 有 界 闭 集 , w 是 一 
族 开 集 , py = {U。 | U。 是 开 集 , a € A}, 它 覆 盖 了 下 ( 即 FCUU.),A 是 指标 集 ， 


则 在 p 中 一 定 存在 有 限 多 个 开 集 U,,U。,…,U。, 它们 也 覆盖 了 F ( 即 FCUU.). 

证 阴 因为 已 是 有 界 闭 集 , 所 以 有 闭 区 间 TC R", 使 FCI. 

设 D ==yU {CF}, 则 品 也 是 一 个 开 集 族 , 且 R" CD, 因 此 ICD. 

对 于 了 中 任 一 点 P, 存在 开 集 Up。E€ D, 使 PEU ,Us 是 开 集 ,所 以 有 开 区 间 
I。 CUr, 且 PE 1s, 这 样 开 区 间 族 {1。 | PE 71} 覆盖 了 了 .由 数学 分 析 中 的 有 限 覆 
盖 定 理 (区 间 是 域 ) 可 知 ,存在 {1。 | PE 了 ) 中 的 有 限 个 开 区 间 Jr ,1r,,…,15,, 它 


DD 海 涅 (1821- 一 1881) ,德国 数学 家 . 
只 博 雷 尔 (1871 一 1956) ,法 国 数学 家 . 
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们 仍然 覆盖 1 由 CT 及 I CUn (i 一 1,2,…,m), 知 CU Uz, 如 果品 中 的 
开 集 CF 不 在 这 m 个 开 集中 , 则 y 中 的 有 限 个 开 集 Up ,Un ,… ,Up 覆盖 了 下 , 定 
理 得 证 ;如 果 D 中 的 开 集 CF 在 上 述 的 mm 个 开 集 中 , 则 从 这 m 个 开 集 中 去 掉 CF， 
由 CF 由 == 2, 知 剩 下 的 m 一 1 个 开 集 也 覆盖 了 下 .定理 得 证 . 

以 上 我 们 讨论 了 R" 中 的 开 集 和 闭 集 , 并 得 到 了 一 些 很 有 用 的 结果 . 下 面 定 义 
的 两 种 集 也 是 很 重要 的 ,其 概念 在 后 面 会 经 常 出 现 . 

定义 2.3.4 设 ECR', 若 ECE , 则 称 是 自 密集 . 

由 定义 知 , E 为 自 密集 即 EE 的 每 一 点 都 是 它 的 豪 点 . 自 密集 是 不 含 任何 孤立 
点 的 . 

例如 , 开 区 间 1 = (a,6b) 是 R 中 的 自 密 集 ,因为 TCT = [a,6b]. 

全 体 有 理 数 集 Q 及 全 体 无 理 数 集 都 是 R 中 的 自 密集 . 

定义 2.3.5 设 ECR', 若 = EE, 则 称 EE 是 完备 集 (或 完全 集 ). 

由 定义 知 ,完备 集 是 自 密 的 闭 集 , 或 者 说 是 不 含 孤 立 点 的 闭 集 . 

例如 , 闭 区 间 [4,0], 集 EE = [0,1] U [2,3] 都 是 直线 上 的 完备 集 . 全 空间 R 
及 纪 也 都 是 完备 集 . 


2.4 10 进位 表 数 法 


在 前 面 证 明 (0,1) 不 是 可 数 集 时 ,我 们 应 用 了 10 进位 表 数 法 ,在 证 明 2 = c 
时 也 用 到 2 进位 表 数 法 ,在 后 面 讨论 Cantor 集 的 基数 时 还 要 用 到 3 进位 表 数 法 . 
大 家 都 知道 ,计算 机 用 的 是 2 进位 表 数 法 .对 于 p € N* (p> 1)，,p 进位 表 数 法 ,在 
数学 理论 或 应 用 都 有 可 能 涉及 ,因此 ,很 有 必要 对 p 进位 表 数 法 ( p € IN, 户 盖 1) 
作 比 较 深入 的 研究 . 

设 工 是 任意 一 个 小 于 1 的 正 实数 , 即 x E (0,1), 用 分 点 0 一 G ,Ci Ce， 
Cb,C 二 1, 将 [0,1j 均 分 为 p 段 (如 图 所 示 是 p = 3 的 情形 ). 


车 x 不 是 分 点 , 则 应 有 了 唯一 的 一 小 眉 [C ,Ci4] 包含 zya 之 p 一 1(a 可 能 


”48。 实 变 函数 


为 0) ,此 时 则 说 z 的 第 一 位 小 数 是 wi .如 果 z = CO 过 i 过 p) 是 一 个 分 点 , 则 包 
含 z 的 小 段 就 有 两 个 , 即 [CL ,CI ] 和 [Ci ,Chij .此 时 z 的 第 一 位 小 数 的 取 法 就 
有 两 个 , 即 i 一 1 和 i, 称 取 w = i 一 1 时 为 第 一 种 表示 法 , 取 al 一 :时 为 第 二 种 表 
示 法 . 

现 设 已 取 定 了 一 种 , 则 可 用 分 点 Cs = GC ,G3 ,C3 ,G3 二 CH， 将 区 间 
[CC 均 分 为 p 段 ,仿照 前 面 的 作法 ,定义 x 的 第 二 位 小 数 as . 当然 ,如 果 
不 是 第 一 次 分 割 时 的 分 点 ,但 却 是 第 二 次 分 割 的 分 点 , 则 在 定义 第 二 位 小 数 时 ,又 
应 该 有 两 种 表示 法 . 而 如 果 xz 是 第 一 次 分 割 时 的 分 点 , 即 x = 二 GG 或 C;, 则 工 只 能 属 
于 唯一 的 一 小 段 ,因此 它们 的 第 二 位 小 数 只 有 一 个 取 法 ,并 且 在 x = 二 Cs (定义 第 一 
位 小 数 时 用 了 第 二 种 表示 法 ) 时 ,第 二 位 小 数 a; 必须 为 0, 并且 以 后 各 位 小 数 也 永 
远 是 0; 在 z= Ch 时 (定义 第 一 位 小 数 用 了 第 一 种 表示 法 ), 第 二 位 小 数 oz 必 为 
Pp 一 1, 并 且 以 后 各 位 小 数 也 永远 是 p 一 1. 

继续 这 个 方法 ,如 果 工 永远 不 是 分 点 , 则 z ~ 0.aiazaz…， 表示 法 是 唯一 的 . 

如 果 z 是 第 & 次 的 分 点 ,而 不 是 第 & 一 1 次 的 分 点 , 则 在 定义 第 & 位 小 数 时 ,将 
;C4 41 均 分 为 p 段 ,分 点 为 

CT = CC CC ,Ct = CH. 

车 x 是 分 点 C1(C0 过 i 过 p), 则 包含 xz 的 小 段 有 两 个 , 即 [CC 和 [上 C?， 
Ct1], 此 时 工 的 第 k 位 小 数 的 取 法 就 有 两 个 , 即 i 一 1 和 i, 同 定 义 第 一 位 小 数 一 
样 , 称 取 第 & 位 小 数 B = i 一 1 时 为 第 一 种 表示 法 , 取 B = i 时 为 第 二 种 表示 法 . 

此 时 B 是 0,1,2,…,p 一 1 这 个 数 之 一 ,仿照 前 面 的 讨论 

Oa sa sa Bp— Dp—1) 第 一 种 表示 法 ; 
:~ sao B10 0 2 第 二 种 表示 法 . 


LC 


wa 


(2. 4. 1) 


对 于 (0,1) 上 的 每 一 点 x, 如 果 rH <m< PP), 则 xz 可 以 唯一 地 表示 成 


p 进位 无 限 小 数 的 形式 : 
T= 二 0, CIQ2Q3S (2.4.2) 


如 果 工 = px(0 二 m 二 1), 它 有 两 种 表示 法 , 见 式 (2. 4. 1). 可 以 证 明 与 式 
(2.4.2) 对 应 的 r 是 唯一 的 . 


事实 上 ,对 0. CICR2C3 ”9 将 
a 对 应 到 [CG ,C1 .1] 
a 对 应 到 [C2 ,C2 


Qk 对 应 到 LC ,Ce +] 


显然 [Ce "Cen C [Ce Ce nn . 
由 此 构造 出 一 个 逐个 包含 的 闭 区 间 套 ,并 且 它 们 的 长 度 广 > 0(n > 00). 


故 由 Cantor 的 闭 区 间 套 定理 可 知 , 应 有 唯一 的 一 点 z+ 属于 所 有 这 些 闭 区 间 . 

显然 与 x 对 应 的 无 穷 序 列 就 是 式 (2. 4. 2), 故 zx 二 0.aazas…，, 而 且 对 于 式 
(2. 4.2) 的 无 穷 序 列 , 按 上 述 构 造 的 闭 区 间 套 不 会 从 某 一 个 之 后 所 有 的 闭 区 间 都 有 

一 个 共同 的 端点 ,因此 与 式 (2. 4.2) 对 应 的 x 是 唯一 的 . 

对 于 式 (2. 4. 2) 表 示 的 两 个 不 同 的 序列 0.aiazas…,0.a ia za 3"…， 必 有 某 一 位 
小 数 ( 比 如 第 位) 不 同 . 按 上 述 构 造 闭 区 间 套 的 过 程 ,它们 所 对 应 的 闭 区 间 列 的 第 
个 闭 区 间 [Cs ,CH 和 [Cs ,C141 不 相交 ,这 样 , 当 j 汪 有 时 ,它们 所 对 应 的 闭 
区 间 列 的 第 j 个 闭 区 间 都 不 相交 ,因此 对 应 的 点 x 和 < 一定 不 同 . 

在 证 明 (0,1) 不 是 可 数 集 时 提 到 的 (0,1) 中 小 数 的 正规 表示 ,说 的 就 是 式 (2. 
4.2) 和 式 (2.4. 1) 的 第 一 种 表示 法 . 


2.5 直线 上 开 集 的 构造 


我 们 知道 ,在 直线 上 , 开 区 间 是 开 集 , 它 比较 简单 ,直线 上 的 开 集 虽然 不 一 定 是 
一 个 开 区 间 , 但 是 它 却 与 开 区 间 有 着 必然 的 联系 ,本 节 的 讨论 就 在 于 揭示 这 种 联 
系 , 从 而 得 到 直线 上 开 集 的 构造 . 


1. 直线 上 开 集 和 闭 集 的 构造 


定义 2.5.1 设 G 是 直线 上 的 开 集 . 如 果 开 区 间 (ce,8) CG, 而 且 端 点 wy8 不 
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属于 G, 那么 称 (a,B) 为 G 的 一 个 构成 区 间 . 

例如 开 集 (0,1) U (2,3) 的 构成 区 间 是 (0,1) 及 (2,3). 

定理 2. 5. 1( 开 集 的 构造 定理 ) 直线 上 任意 一 个 非 空 开 集 可 以 表示 成 有 限 个 
或 可 列 个 互 不 相交 的 构成 区 间 的 并 集 . 又 当 非 空 开 集 表示 成 互 不 相交 的 开 区 间 的 
并 集 时 ,这 些 开 区 间 必 是 构成 区 间 . 

证 明 设 GCR 是 开 集 . 

(1) G 的 任何 两 个 不 同 的 构成 区 间 必 不 相交 ,并 且 G 的 构成 区 间 全 体 是 至 多 
可 数 集 , 车 不 然 , 设 (a1,B) 和 (as :让 ) 是 G 的 两 个 构成 区 间 , 但 相交 , 则 必 有 一 开 
区 间 的 一 个 端点 落 在 另 一 个 开 区 间 内 . 不 妨 设 we € (op) .由 (az, 如 ) CG,， 有 
a EG, 这 与 (a ,B1) 是 G 的 构成 区 间 矛 盾 . 

我 们 在 G 的 每 一 个 构成 区 间 中 取 一 有 理 数 与 这 个 构成 区 间 对 应 , 设 这 些 有 理 
数 全 体 为 Qi, 由 于 G 的 构成 区 间 互 不 相交 , 则 G 的 构成 区 间 全 体 与 有 理 数 集 Q 的 
一 个 子 集 Q, 对 等 ,因而 G 的 构成 区 间 全 体 是 至 多 可 数 集 . 

(2) 开 集 G 中 的 任何 一 点 必 仿 在 一 个 构成 区 间 中 , 任 取 ze ECG, 设 A. = {(a， 
B) | zeoE(a'p) CG), 因 为 G 是 开 集 ,所 以 4. 非 空 . 记 om 一 {a} ,pb, = 


sup {B} (ao 可 能 是 一 co ,Bo 可 能 是 十 oo). 
显然 Xo € (ao ,bp ) 。， 下 面 证 明 (ao 及) 是 Cr 的 构成 区 间 . 先 证 《an ,Bb ) C G， 设 x 


E (go, 忆 ),， 若 所 zo，, 则 由 oo 一 inf {a} ,对 于 zx 一 oo 十 (x 一 0), 必 有 (a,8) E 
A ,使 w 过 a 二 x 二 xo《( 下 确 界定 义 ), 这 样 ,x E (ezC (ap CG. 

若 x 之 xo， 则 由 B= sup {B} ;对 x = 二 Ba 一 (B, 一 x ), 必 有 (a,B1) E A,， 
使 zo 二 zx’ 二 Bi 志 B (上 确 界定 义 ) ,这样 ， Xx E (x0)Bi) TC Ca,B) CCG. 

因此 (wo ,Po) CG, 并 且 由 于 zo E (oo,&)， 有 (apB) E A,. 

再 证 mw E G, 车 不 然 , ao E G, 则 因为 G 是 开 集 , 必 有 开 区 间 (a ,8 ) ,使 E (a ， 
BB) CG, 这样 由 a 之 wo 过 zo 过 局; 有 zo (a BB) ,而 (a ,BB) CC (a ,8)U (mB) 
CG, 因此 (a ,BB) € A ,而 a 二 w, 这 与 a 是 A 中 的 区 间 左 端点 全 体 的 下 确 界 矛 
盾 . 所 以 a。E€ G. 同 理 可 证 B € G, 所 以 (wm ,局 ) 是 G 的 构成 区 间 . 

(3) 作 G 的 所 有 构成 区 间 的 并 集 Um,B,) .由 (2) ,GCU (CarsB) ,由 构成 区 
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构成 区 间 的 并 集 , 因 此 G 一 U (es,B&) 或 者 G 一 U (a ,及 ) . 

这 样 定理 的 第 一 部 分 得 证 . 

(4) 设 G=U (a'iB') 是 一 组 互 不 相交 的 开 区 间 的 并 集 ,我们 证 明 每 个 (a;， 
Bi) 是 G 的 构成 区 间 . 显然 (aii ,Bi) CG, 车 a EG, 则 必 有 上 关上 使 a'i € (a'i， 
BL)，, 这 与 (a,B) 和 (a ,Pi) 不 相交 矛盾 ,因此 us E G. 同 理 可 证 8 E€ G, 所 
以 (a ,B;) 是 构成 区 间 . 至 此 ,定理 得 证 . 


2. 闭 集 和 完备 集 的 构造 


定义 2.5.2 设 A 是 直线 上 的 闭 集 , 称 A 的 余 集 CA 的 构成 区 间 为 A 的 余 区 
间 . 

这 样 我 们 得 到 直线 上 闭 集 的 构造 如 下 : 

定理 2.5.2 直线 上 的 闭 集 下 或 者 是 全 直线 ,或 者 是 从 直线 上 挖 掉 有 限 个 或 
可 数 多 个 互 不 相交 的 开 区 间 ( 即 下 的 余 区 间 ) 所 得 到 的 集合 . 

由 孤立 点 的 定义 很 容易 知道 ,直线 上 点 集 A 的 孤立 点 必 是 包含 在 A 的 余 集中 
的 某 两 个 开 区 间 的 公共 端点 . 因此 , 闭 集 的 孤立 点 一 定 是 它 的 两 个 余 区 间 的 公共 端 
点 . 完备 集 是 没有 孤立 点 的 闭 集 . 所 以 ,完备 集 就 是 没有 相 邻 接 的 余 区 间 的 闭 集 . 这 
也 就 是 完备 集 的 构造 . 


3. 康 托 集 (Cantor set) 

康 托 集 的 构造 

从 [0,1] 挖 掉 ( 寺 ' 弓 )， 再 从 剩 下 的 [0, 寺 ] 和 [也 ,1] 中 挖 掉 ( 寺 ,也 ) 和 
(地 ,也 ) .一 般 地 ,第 次 挖 掉 2"! 个 开 区 间 , 剩 下 2" 个 长 度 是 3 的 互相 隔离 的 闭 


区 间 ,如 此 继续 下 去 ,就 从 [0,1] 中 挖 掉 了 可 数 多 个 互 不 相交 ,而 且 没 有 公共 端点 
的 开 区 间 . 设 挖 掉 的 这 些 开 区 间 的 并 集 为 G, 则 G 为 开 集 . 
称 卫 = [0,1] 一 G 为 康 托 集 .也 称 G 为 康 托 开 集 . 
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因为 P= [0,1] 一 G = [0,1] mn 06, 因此 P 是 闭 集 , 

PP 是 完备 集 

因为 P 的 任何 两 个 余 区 间 没 有 公共 端点 (不 相 邻 接 ) ,因此 P 是 完备 集 . 

P 没有 内 点 

任 取 x€P, 往 证 x 不 是 P 的 内 点 , 即 要 证 对 任何 8 汪 0, 在 U(x,6) 内 总 含有 
不 属于 尸 的 点 .事实 上 ,对 任何 8G>0, 取 EN ,使 3 一 6, 则 在 进行 第 nn 次 挖 
除 过 程 后 , x 必 在 余下 的 2" 个 长 度 为 3 的 互相 隔离 的 闭 区 间 中 的 某 一 个 内 ,不 妨 
记 为 ArzEA4. 显 然 ACU(Cz,6) (因为 对 任意 的 yE A,o(z,y) 生 3 天 8). 因 为 
接 下 去 还 要 对 A 进行 三 等 分 并 挖 去 中 间 的 开 区 间 , 因 此 在 A 中 含有 不 属于 PP 的 点 ， 
这 样 在 U(x,6) 中 含有 不 属于 PP 的 点 ,因此 x € P", 于 是 P 没 有 内 点 . 

户 是 玻 朗 集 

定义 2.5.3 ”如果 一 个 点 集 已 具有 性 质 : 空 间 任 一 邻 域 内 至 少 包 含 某 点 的 一 
个 邻 域 , 使 其 中 不 含 巨 的 点 , 则 称 已 是 朴 朗 集 . 

下 面 证 明 P 是 玖 朗 集 . 

因为 P 是 没有 内 点 的 集 ,所 以 P 的 任 一 邻 域内 至 少 有 一 点 x 不 属于 P, 所 以 
.rECP, CP 是 开 集 ,所 以 有 xz 的 某 邻 域 U(z) CCP ,因此 U(x) 不 含 P 中 点 ,于 是 
P 是 玖 朗 集 . 

B=c¢ 

证 明 将 (0,1) 中 的 实数 表示 成 正规 三 进位 无 限 小 数 , 令 A 是 这 些 三 进位 无 
限 小 数 中 不 出 现 数字 1 的 全 体 . 即 

A 一 {x 一 0. QiCr eaQe | CR 是 0 或 2， k 一 1,2,…)， 

则 AC(0,DC[0,1], 由 ANMG= 必 (G 是 康 托 开 集 ), 这 样 AC[0,1] 一 G= PP 

显然 A 与 二 进位 正规 表示 的 无 限 小 数 全 体 (0,1) 可 建立 一 一 对 应 ,这 只 须 令 


二 0,.aqadzasai 一 一 0.9 2 人 么 .… 即 可 . 


2 2 2 
这 里 z 是 三 进位 小 数 中 不 出 现 数字 1 的 , > 是 二 进位 小 数 . 
于 是 去 = c. 由 ACPC[0,1], 而 四, 二 = c, 于 是 五 = c. 
在 本 节 中 ,我 们 讨论 了 直线 上 的 开 集 . 闭 集 和 完备 集 的 构造 ,也 较为 全 面 .深入 
地 讨论 了 康 托 集 . 
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顺便 需要 说 明 的 是 , 当 n 二 1 时 , R' 中 的 开 集 一 般 不 能 表示 成 至 多 可 数 个 互 不 
相交 的 n 维 开 区 间 的 并 ,但 总 可 以 表示 成 可 数 个 互 不 相交 的 半 开 半 闭 区 间 的 并 ,不 
过 这 种 表示 法 没有 唯一 性 . 这 个 结果 将 在 第 3 章 给 出 证 明 . 


习 题 


1. 求 下 列 各 点 集 的 内 部 、 导 集 、 闭 包 和 边界 : 
(1) 实 直 线 上 开 区 间 (4a,6) 中 全 体 无 理 数 所 成 之 集 ]; 


(2) E= (1s, ,ee) CR; 
2 n 


| 工 ， zz0; 
(3)R’ 中 的 点 集 五 =((zyy)| 一 ce<z<< 十 coyy 一 开 。 
0， 一 0. 

2. 证 明 : 开 集 减 闭 集 后 的 差 集 仍 是 开 集 ; 闭 集 减 开 集 后 的 差 集 仍 是 闭 集 . 

3. 证 明 :(1) 有 限 集 必 为 闭 集 ;(2) 非 空 完备 集 必 为 无 限 集 ;(3) 非 空 开 集 必 有 
连续 基数 c ， 

4. 设 f(x) 是 (一品, 十 吕 ) 上 的 实 值 连续 函数 , 则 对 于 任意 常数 a,E = {xz | 
f(x) > a} 是 一 个 开 集 ; 而 EE = {x | f(x) 之 a) 是 一 个 闭 集 . 

5. 证 明 :每 个 闭 集 必 是 可 数 个 开 集 的 交集 ;每 个 开 集 可 以 表示 成 可 数 个 闭 集 的 
并 集 . 

6. 证 明 : f(x) 为 [4,6] 上 连续 函数 的 充分 必要 条 件 是 对 任意 实数 c, 集 E = 
{(z | f(z) 之 c} 和 EE = {x | (x) 牵 c) 都 是 闭 集 . 

7. 证 明 : P。€ E' 的 充分 必要 条 件 是 对 任意 包含 Po 的 邻 域 UCP,8) (不 一 定 以 
P。 为 中 心 ), 恒 有 UG(P,8) 门 (CE 一 {(P) 天 个 . 

8. 设 A 为 直线 中 的 点 集 , 若 A’ 是非 空 的 至 多 可 数 集 , 则 A 为 可 数 集 . 

9. 设 ECR" .证 明 ， 

(1) 车 G 是 开 集 , 有 GCE, 则 GCE; 

(2) 车 下 是 闭 集 , 且 ECF, 则 ECF. 


10. 设 {1)(i 一 1,2,…) 是 一 列 开 区 间 , 如 果 站 1 关 人 2, 则 U1 是 一 个 开 区 
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间 . 

11. 证明 : R" 中 孤立 点 集 是 至 多 可 数 集 . 

12. 是 否 存在 [0,1] 上 的 函数 满足 :在 有 理 点 处 都 连续 ,而 在 无 理 点 处 都 不 连 
续 ? 证 明 你 的 结论 . 
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第 3 章 测度 论 


实 变 函 数论 的 核心 内 容 是 勒 贝 格 (Lebesgue) 积 分 . 本 章 介 绍 勒 贝 格 测度 理论 
是 为 建立 勒 贝 格 积分 作 好 必要 的 准备 . 

在 R" 中 建立 Lebesgue 积分 理论 ,不 可 避免 地 要 对 R" 中 的 一 般 点 集 E 给 出 类 
似 于 R 中 区 间 长 度 的 “适当 的 度量 ”, 这 种 度量 就 是 以 后 所 说 的 测度 . 

对 于 R 中 的 区 间 长 度 的 度量 ,归纳 我 们 日 常生 活 经 验 , 不 难 发 现 我 们 已 经 在 潜 
移 默 化 地 使 用 了 以 下 约定 俗 成 的 公理 , 即 长 度 公理 . 

长 度 公理 ”对 于 实数 直线 上 的 一 些 点 集 所 构成 的 集合 族 py , 若 对 于 每 个 EE 
4 ,都 对 应 一 个 实数 m(E)(m(E) 是 定义 在 py 上 的 集 函 数 ) ,使 得 : 

(1) m(E) 宇 0 ( 非 负 性 ); 

(2) 如 果 El ,E; ,…,E, 两 两 不 相交 ,那么 

m(E!U EU… UE,)=m(E)+m(E) 二 +… 二 Tm(E,) (有 限 可 加 性 ); 

(3) ML0,1]) == 1 (正则 性 ). 

但 是 ,仅仅 根据 凭 经 验 得 来 的 这 三 条 长 度 公理 ,实际 上 只 给 出 了 区 间 [a,6] 的 
长 度 , 能 够 量 出 “长 度 ” 的 点 集 是 不 多 的 ,能 做 到 的 也 只 是 有 限 个 线段 之 并 那样 的 点 
集 . 例如 , [0,1] 中 “有 理 数 集合 ”是 可 数 个 点 之 并 ,就 没有 长 度 可 言 . 同样 [0,1] 中 
“无 理 数 集合 ”的 长 度 是 多 少 也 无 法 确定 . 这 样 , 我 们 应 该 修改 长 度 公 理 , 扩 大 集合 
族 jp 的 范围 ,使 更 多 的 集合 具有 新 意义 的 长 度 , 也 就 是 我 们 所 说 的 测度 . 

看 来 , 非 负 性 和 正则 性 的 要 求 非常 自然 ,是 不 能 修改 的 ,那么 只 有 修改 第 二 条 
的 有 限 可 加 性 . 

我 们 很 自然 地 想到 把 有 限 可 加 性 改 为 “无 限 可 加 性 ”, 然 而 无 限 可 加 性 的 提 法 
不 能 是 任意 的 ,这 是 因为 如 果 简 单 地 提 无 限 可 加 性 会 出 现 矛盾 ,例如 ,一 点 a 所 成 
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的 集合 的 长 度 是 m([a,a]) = a 一 a = 0 ,如 果 任 意 无 限 可 加 性 可 以 成 立 ,那么 [0， 
1] 中 全 体 有 理 数 和 全 体 无 理 数 所 成 集合 的 长 度 都 是 0, 于 是 区 间 L0,1] 的 长 度 也 
是 0, 这 是 矛盾 的 . 

法 国 数学 家 Lebesgue 用 可 数 可 加 性 考察 如 下 的 “测度 ”， 

勒 贝 格 测度 公理 ”对 于 实数 直线 上 的 一 部 分 集合 构成 的 集合 族 y ,使 得 每 个 
EE € jp ,都 对 应 一 个 实数 m(E) ,满足 : 

(1) m(E) 宇 0 ( 非 负 性 )， 

(2) 如 果 El ,Es ,… ,EE,… 两 两 不 相交 ,那么 

m(E U FE, U ee U E, U ) 一 
m(EiD) 二 mnm(E2) 十 一 十 mm(E,) 十 …《 可 数 可 加 性 ); 

(3) m([a,8]) = 5 一 a (正则 性 ). 

根据 这 一 公理 , [0,1] 中 有 理 数 集 是 可 数 个 点 的 集合 .每 个 点 的 测度 是 0, 所 以 
它 的 勒 贝 格 测度 是 0; 而 [0,1] 中 无 理 数 集 不 可 数 , 勒 贝 格 测度 就 不 会 是 0 了 ,应 该 
是 1. 

那么 ,满足 勒 贝 格 测度 公理 的 在 集合 族 wk 上 定义 的 集 渗 数 m(E) 是 否 存 在 呢 ? 
上 由 哪些 集合 所 构成 ? 是 否 每 个 集合 都 有 测度 呢 ? 这 些 都 是 本 章 要 解决 的 问题 . 


3.1 外 测度 


众所周知 ,在 了 中 , 求 圆 A 的 面积 可 以 用 包含 它 的 外 切 多 边 形 面积 的 下 确 界 
来 定义 .更 一 般 地 ,我们 可 以 用 一 些 长 方形 (在 R 也 称 为 区 间 ) 去 分 割 圆 A ,然而 长 
方形 的 面积 之 和 近似 代替 圆 A 的 面积 的 这 种 想法 也 可 以 求 R (1 委 ?< 十 cc) 中 一 
般 的 立体 的 体积 的 近似 值 . 这 一 想法 正 是 我 们 定义 外 测度 的 出 发 点 ,启发 我 们 给 出 
如 下 外 测度 的 定义 ， 


定义 3.1.1 设 E 是 R" 中 的 点 集 , {1,}%-! 是 R 中 的 一 列 开 区 间 ,EC U1， 
则 六 | | 确定 一 个 非 负 的 数 (uw 可 以 等 于 十 oo ). 记 


m* 忆 =inf (ulu 一 了)|| ,ECU 1 ,1 是 开 区 间 }， 
有 一 1 
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称 m*E 为 E 的 Lebesgue 外 测度 . 
应 该 注意 到 ,由 于 没有 假定 是 有 界 集 ,所 以 mE 有 可 能 是 十 o. 
定理 3.1.1 (1)m*EE 之 0 , 当 为 空 集 时 , m* EE 一 0( 非 负 性 ); 
(2) 若 ACB, 则 mm' A 过 m*B (单调 性 ); 


(3) mw" (了 A 避 m* Ai (次 可 数 可 加 性 ). 
证 明 (1) 对 任何 覆盖 己 的 开 区 间 列 (1,) ,都 有 3 |1, | 之 0 ,因而 0 是 
telz= 了 11,| ,ECU 1 ,1 是 开 区 间 ) 的 一 个 下 界 ,因而 0 < inf tv lx 一 


pI ECU 1, ,I 是 开 区 间 } , 即 畏 克之 0. 
当 巨 王妃 时 , 则 对 任意 的 e 盖 0, 设 


_ 本 _1(e)” 1 Ce)" ,ko 1,2,... 
了 一 [em ,XT, ) | 2 (37) 过 Xz 过 2 (57) »k 1,2， ?82 ) 9 


则 | 大 | 一 方 ,而 他 CU 9 DIL|= > ;所 以 nm" Oe ;由 于 e 汪 0 是 


任意 的 ,所 以 m= 二 0. 
(2) 设 A CB, 则 任 一 覆盖 了 B 的 开 区 间 列 {1,) 也 覆盖 了 A , 即 {x14= 


nl,B CU ,1 是 开 区 间 } Ctulu= DILl,ACUL, 
1, 是 开 区 间 }. 


本 0 


所 以 inf fulu= D111 ,ACUTE ,1 是 开 区 间 )}<inf {ulu= 11,|， 


n=1 »=1 


BC UL,1, 是 开 区 间 }. 
因此 m*A 达 mm*B. 
(3) 对 任意 的 se 之 0 ,由 下 确 界 含义 ,对 每 个 都 有 一 开 区 间 列 (1. }%-1 ,使 


A, C U 了 ,而 >， | Lm | 过 m” A, 十 高 (本 来 应 该 是 “二 ”号 ,这 里 用 “ 之 ”号 ,是 
a 一 ] 

因为 m* A, 可 能 是 十 ce ). 
这 样 Uv A CU 六 且 
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2 hl | .| 
nym 二 #=t m=!1 
二 € 
< 己 ( 王 4 二 去 
一 Sim A, 十 p> 六 
n=i1 n=1 
一 1” A, 十 es 


因此 , m* (CU 4 和 11.| 入 Dm' 4, 二 e .由 e 之 0 是 任意 的 ,于 是 
了 一 nm 二 1 n=1 


mr” (U, AAA, 去 六 人 。 
例 3.1.1 设 和 A 是 可 数 点 集 , 则 m*A 二 0. 
证 了 明 因为 A 是 了 R" 中 的 可 数 点 集 , 所 以 设 A = ic ds 0 ,其 中 Qi 一 
《Ci 9Ci2 sd) 一 1,2,.…) ,对 任意 的 E 盖 0 , 设 


1 1 
1; 一 [core | as 一 去 (C27) < Ty <<ai 十 填 (三 )” 本 一 12，…| 9 


2 2 
则 | | 一 备 ,上 且 ar EL,ACUT, Dn- 了 训 = 所 以 mA< 
人 i=1 i=1 


史上 = ,由 于 e >>0 是 任意 的 ,所 以 m*A 一 0. 
例 3.1.2 设 I 是 区 间 , 则 m*I=|I|. 
证 明 (1) 设 了 为 闭 区 间 , 对 任意 的 es 之 0 ,存在 开 区 间 了 ,使 得 TCI , 且 


I 过 iITl 十 e,; 由 外 测度 定义 , m*IT 志 | 了 |<111|+e, 由 e > 0 是 任意 的 ,有 
m"I1<II|. 


下 证 m* 1 之 | 11 .对 任意 的 es > 0 ,存在 一 列 开 区 间 {1) ,使 1CU I, 且 
3 |I;| 二 m* 1 十 se .由 有 限 覆 盖 定 理 , 在 {1;) 中 存在 有 限 多 个 开 区 间 1 ,7 ，…， 
,使 得 TCU I. 


因为 I=INU 一 UN ,所 以 1T71< > 11N 1 | ,因此 
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Irl< > En < PInl<» 11 |<m' lte. 
由 。 汪 0 是 任意 的 ,有 11 三 m* 了 ,于 是 m*IT= 二 | 1|. 
(2) 设 了 为 任意 区 间 , 对 任意 的 e > 0 , 作 闭 区 间 攻 及 I ,使 TCICIT, 且 
I 十 ey 之 i171 十 ,这样 | 1 | 一 e 过 | 了 |< 之 | 攻 | 十 e ,因此 
11l~e<|lD|=miL<m I<m’1,=|1,|<IIl|+e. 
由 e 汪 0 是 任意 的 , 11T| 志 mIT<111 ,于 是 m*1=| 了 I|. 


3.2 可 测 集 


外 测度 的 优点 是 任何 集合 都 有 外 测度 ,但 外 测度 只 有 次 可 数 可 加 性 . 事实 上 ， 

在 R" 中 的 确 存 在 互 不 相交 的 一 列 集合 {E;} ,使 得 
m” CU 五 ; ) < Dm'E, 。 

因此 , 若 把 外 测度 当做 测度 , 则 存在 明显 的 缺陷 ,如 果 把 外 测度 m” 的 定义 域 加 以 
限制 , 即 设法 在 R* 中 找 出 某 一 集合 类 jy ,在 4 上 和 能够 满足 测度 公理 ,这 是 可 以 
做 到 的 . 

如 何 从 R" 中 挑 出 集合 类 呢 ? 

上 中 的 集合 应 该 对 可 数 并 、 交 、 差 运算 封闭 ,py 应 包括 R" 及 R" 中 的 所 有 有 限 开 
区 间 ,而且 对 x 中 一 列 互 不 相交 的 集合 {E;) ,应 成 立 


m"* (U E,)= 2 mE. (3. 2.1) 
车 EE yp, 则 对 任何 开 区 间 TC R" ,应 成 立 
m1=m’*(IN E+m’ (IN CE). (3. 2. 2) 


对 于 式 (3. 2. 2) ,我 们 有 下 面 的 结果 : 
引 理 1 设 ECR"  , 则 式 (3.2.2) 对 任何 开 区 间 I 都 成 立 的 充分 必要 条 件 是 对 
R" 中 的 任何 点 集 T 都 有 
mT=m’ (END+m’ (CE ND. (3. 2. 3) 
证 阴 充分 性 . 若 对 任何 点 集 工 CR 式 (3.2.3) 成 立 , 则 因 ICR" , 取 工 一 工 
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时 , 式 (3.2.3) 也 成 立 , 此 即 对 任何 开 区 间 1 C 了" , 式 (3.2.2) 成 立 . 
必要 性 . 设 ECR ,本 为 R" 中 任意 点 集 , 由 外 测度 定义 ,对 任意 的 se>0, 存 在 


一 列 开 区 间 , 使 得 工 CU , 且 忆 |1|<<m" 了 T+. 由 于 
TNECULNE=UUNE, 


TNCECULNCE -UU ncE)， 
所 以 由 外 测度 的 单调 性 和 次 可 数 可 加 性 ,有 


m’ (TNE)< Dm (NE), 
m° (TN CE) < Pm’ dN CE), 
1 一 1 
从 而 


m* (TNE)+m’ (TNCE) < Pm CL n B+ Dm (NN CE) 


-3 m"* (J; NN E) +m"* (1; fN CE)] 


由 se 之 0 是 任意 的 ,有 
m (TNE)+m’ (TNCE)<m'T. 
另 一 方面 ,由 于 
T=TNR'=TN(EUCE)= (TNE)U TNCE), 


maT=m’*[(TNE)U TNCE)] 
<m’ (TNE)+m’ (TAN CE). 


@ 证 必 杰 性 ,对 任何 开 区 间 了 CC BR" , 式 (3.2.2) 成 立 . 
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综 上 ,mm T=m* (TNE)+m’ (TN CE). 
由 前 面 描述 的 如 果 一 个 集合 下 是 可 测 的 , 它 应 满足 式 (3. 2.2), 而 由 引 理 1, 式 
(3. 2. 2) 与 式 (3. 2. 3) 等 价 , 下 面 我 们 用 式 (3.2, 3) 给 出 可 测 集 的 定义 . 
定义 3.2.1 设 EE 为 R" 中 的 点 集 , 如 果 对 任意 点 集 TCR" ,都 有 
mT=m’* (TNE)+m’ (TNCE),, 
则 称 王 为 Lebesgue 可 测 集 ,此 时 称 m* EE 为 E 的 Lebesgue 测度 , 简 记 为 mE . 
这 个 定义 是 由 卡拉 西 奥 多 里 ?给 出 的 , 式 (3. 2. 3) 称 为 Caratheodory 条 件 . 
Lebesgue 可 测 集 简称 上 可 测 集 , 工 可 测 集 全 体 记 为 py ,车 上 FE py , 则 称 EE 是 LL 
可 测 的 . 
Caratheodory 条 件 有 一 个 等 价 的 叙述 方式 , 即 ， 
定理 3.2.1 集合 E 可 测 的 充 要 条 件 是 对 任意 的 ACE,BC CE ,总 有 
m’" (AUB)=m’'A++m’B. 
证 明 ”必要 性 . 设 记 可 测 , 则 E 满 足 Caratheodory 条 件 , 取 本 二 AUB, 则 
TNE=A,TNCE=B, 由 Caratheodory 条 件 , 有 
m" (AUB)=mT=m (TNE)+ma’ TNCE)QS=m*A++m’B. 
充分 性 . 设 对 任意 的 ACE,BCCE ,总 有 m*(AUB)==mwa*A 十 m*B, 则 
对 任意 的 T, 令 A 二 TNE,B=TNCE, 则 ACE,BCCE, 有 8 
T= (TNE)U TNCE)=AUB, 
所 以 
mT=m’(AUB)=mA+mB=m (TNE)+m’ (TN CE). 
由 Caratheodory 条 件 知 E 可 测 . 
定理 3.2.2 下 可 测 的 充分 必要 条 件 是 CE 可 测 . 
证 明 设 E 可 测 , 则 对 任意 的 TT, 有 
mT=m (TNE)+m’ (TN CE) 
~ mTNCE)+m’ (TNCCE)), 
所 以 CE 可 测 . 
设 CE 可 测 , 则 对 任意 的 工 , 有 


@ Caratheodory,1873 一 1950 ,希腊 数学 家 ， 
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mT=m’(TNCE)+m’ (TN CCCE)) 
=m’*(TNCE)+m’ (TN E), 
所 以 五 可 测 . 
定理 3.2.3 设 E,E, 都 可 测 , 则 E, UE 也 可 测 , 并 且 当 E 门 E,= 时 ， 
对 于 任意 的 工 总 有 
m*[TN (CE UV ED)]=m’ (TNE)+m’ (TN E,) (3. 2.4) 
证 明 先 证 已 U E, 可 测 , 即 变 证 对 任何 都 有 
mT=m* (TN (EU E)+m’ (TNC(E UE,)), (3.2.5) 
因为 E 可 测 , 所 以 对 任何 荆 有 
mT=m’*(TNED)+m’ (TN CED), (3. 2. 6) 
又 因为 E; 可 测 , 取 工 王 工作 CE,，, 则 有 
m* (TNCED) =m’[(TNCED) NEJ+m’' CTnCE) mn CE ]， 
这 样 由 式 (3. 2.6) 有 
22T=mCTnE)+m LTnCE nmnEB]+m CTnCE) NN CE,] 
=m* (TNED)+m’'[(TNCED)N Ej+m’[TN CE, UE.,)]. 
因为 El 可 测 , 并 且 TN ECE,(TNCE) 八 E: CCE, ,所 以 由 定理 
3.2.1, 有 
m* (TNED)+m’[LCTN CED NN E]=m’*[(TNEDUTNCE NE,)] 
= m’*[TN (E, U (CE, N E,))] 
=m" [TN(E, UCEIN (CE, UE))] 
=m’ [TN (RN (EU E))] 
=m’*{[TN (E, U E,)], 
因此 ,有 
mT=m’[TN (CE UE)]+m’*{[TNCE, UE)], 
于 是 (E, U 已 ) 可 测 . 
其 次 证 明 式 (3. 2.4) 成 立 . 当 Ei 几 Es == 几时 ,因为 El 可 测 , TN El CE,， 
TNME;CE:CC(E,), 由 定理 3.2.1, 有 
m’ (TN (CE UE))=m’[(TNE)U (TNE) 
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一 Mr” (TNE)+m’ (开门 五 :) 


推论 1 设 ECi = 1,2,…,n) 都 可 则 , 则 U 已 也 可 测 , 并 且 当 E; 站 EE = 
名 (i 过 让 时 ,对 任何 集合 总 有 


m’" (TN (CU ED = Dm TNE). 
一 i=1 


定理 3.2.4 设 E,E, 都 可 测 , 则 El 们 Ez: 也 可 测 . 
证 明 ”因为 已 站 已 = CC(C(CE, 站 已 )) = CCCE, U CE,) ,由 定理 3.2.2 及 
定理 3. 2.3, E, 门 E 可 测 . 


推论 2 设 EGi 一 1,2,…,n) 都 可 测 , 则 由 E; 也 可 测 . 
定理 3.2.5 设 E ?9 E; 都 可 测 , 则 El —E; 也 可 测 . 
证 明 因为 El 一 E; = E, NN CE， ;所 以 E, — E, 可 测 . 


定理 3.2.6 设 EE(i 一 1,2,…,n,…) 是 一 列 互 不 相交 的 可 测 集 , 则 UE; 也 是 
可 测 集 , 且 


m(U E,)= me (3.2.7) 
证 明 先 证 U E; 可 测 . 因为 对 任何 ，U E; 可 测 ,所 以 对 任意 的 总 有 
m* T=m’[T Nv EJ+m’ [TN CCU 已 )] 
>m’ [TN CU Em (TNCOY EYJCOU ED) C CU ED)) 
= Dm (TN ED +m' [TN C(OU E)] (推论 1)， 
令 n 一 0 ,有 
mm* 工 之 Dm: TN ED tm ITN CU E)] (3. 2. 8) 
>m* [TN CU E)Jt+m’ [TN CU E)]. 
男 一 方面 ,由 于 TT 一 (TN (U E))U (TN CCU E)) ,所 以 


mT<m' [TN (UE)JHm' [TNCOU E)], 
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因此 m* 工 一 m* [TN (U ED)]+m* [TN CCU 已 )] ,于 是 UE; 可 测 . 
在 式 (3.2.8) 中 , 令 T 一 U E, ,由 (UE) E; 一 已 , 便 有 
m(U ED= m (UE)> mr 已 = DmE,, 
而 由 外 测度 的 性 质 


因此 
m(U E.)= DmE,. 

推论 3 设 EG 二 1,2,…,n,…) 是 一 列 可 测 集 , 则 U E; 也 是 可 测 集 

证 明 将 U E, 表示 成 互 不 相交 的 可 测 集 列 {S;} 的 并 集 ,只 要 设 S, 一 已 ， 
S,==E, 一 UE(n-2,3,…), 则 UE; 一 U Si , 且 Si(i = 1,2,…) 是 一 列 互 不 相交 
的 可 测 集 . 由 定理 3.2.6, 有 U 已 一 U S, 是 可 测 集 . 

定理 3.2.7 设 E(i = 1,2,…) 是 一 列 可 测 集 , 则 由 E; 也 是 可 测 集 . 

证 明 因为 作 E = CCCCO ED?)= CCU CE,) ,所 以 站 EE; 是 可 测 集 . 

定理 3.2.8 设 E,(n 一 1,2,…) 是 一 单调 增加 的 可 测 集 列 , 则 limE, 可 测 , 且 
m limE, = limmE,. 

证 明 巨 一 局 U (FE 一 ED) UCE 一 已) U…U(CE 一 已 U…= 


U (E, —E, )(E, = 个 ) ,并 且 〈 巨 一 ED 站 (已 一 已 一作 ( 关 力 ,因此 由 定 
理 3. 2. 6[ 式 (3.2.7)], 有 


mE = mLU (E,— E,1)] 
一 Dm(E, —E,1) 
于 一 1 


= lim Dm(E;— E,) 
"0 i=] 
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= limm[U (E; — E.1)] 
一 limmE. 。 
定理 3.2.9 设 E(n 一 1,2,…) 是 单调 减少 的 可 测 集 列 , 则 limE, 可 测 , 若 存 
在 nm ,使 mE 二 co , 则 有 
™ MmE, limmE,. 


证 明 由 于 E.(n 一 1,2,…) 是 单调 减少 的 可 测 集 列 , 所 以 limE, = 门 E, , 因 
而 limE, 可 测 , 设 巨 一 站 E,. 


n=1 


令 Si: 一 E, 一 E+:(k 二 1,2,…), 则 SC 一 1,2,…) 是 单调 增加 集 列 ,由 定理 
3. 2. 8, limS, 可 测 , 且 和 limS, = limmS,. 

注意 到 mSi 一 m(E, 一 E, +) 二 mE mE, re(E, ti CE,. ),Si(k=1,2,.) 
是 单调 增加 集 列 , 所 以 


limS; =U S: =U (E, —E, 
keo0 ki k=1 


+) = E,, —N En. 
所 以 
mlimS: = m(E,, 一 站 Ei) = mE —m( DN, Es) (DN, En C E,,), 
从 而 
mE, 一 mn Er ) = m limS, 
limmS, 
= lim(mE,, — mE,,+) 
mE,. — limmE nt 


因此 


mC En) = limmE,,s ， 


limmE, + = limmE. 9 


站 下 + 一 Nn E,. 
k=1 k=! 
于 是 
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m(limE,) 一 mC E,) = limmE,. 

本 定理 中 的 存在 mn。 使 mE, 二 的 条 件 是 不 可 缺少 的 . 例如 , 设 E, = 
(十 co) bn 一 1,2,…) , 则 {EE,} 是 单调 减少 集 列 , EE 一 们 (ao 十 ce) 一 和 2 ,所 以 
mE 一 0 ,但 是 mE, 一 Ma 十 co) 王 co ,所 以 limmE, 二 co 关 0= mE .因此 

m limE, =m(N (n, 十 oo0))= 0 w= limmE.,. 

定理 3.2.10 设 忆 (= 1,2,…) 是 可 测 集 列 , 若 limE, 存在 , 则 极限 集 也 可 

测 ; 若 有 nto ,使 mC U E.)<= co ; 则 
m(limE,) = limmE, 。 
证 明 由 于 limE, 一 站 UE。, limE, 一 U 站 E。 ,所 以 由 定理 3.2.6 和 定理 


He cx 


3.2.7 知 limE, 与 limE, 都 可 测 , 因 此 若 limE, 存在 , 则 必 可 测 . 


Neo0 


设 S, 一 UE。 , 则 {S, ) 是 单调 下 降 的 可 测 集 列 ,由 定理 的 条 件 知 , 当 之 m 
时 , mS, < co ,于 是 由 定理 3. 2. 9 知 


limmS, = m( N U 五 ,，) 一 m limE, 一 m limkE, ， 


noo 


又 EC S, ,所 以 mE, mS, ,因此 


Neo 


limmE, < limmS, = limmS, = m limE, . 


Ho0 n> 


另 一 方面 ,车 设 已 = 站 E。, 则 《FE,) 是 单调 增加 的 可 测 集 列 ,由 定理 3.2.8 知 


limmF, = m limF., 


No EL 


=m(U NN E,.) 
= m limE, 
= m limE., . 


Ee 


又 因为 F, CCE, ,BRB mE, > mF., ,因此 


limmE, 之 limmF, = limmF, = m limE,. 


一 一 
no 人 -oo 人 如 


从 而 limmE, 过 limmE, ,而 limmE, 过 limmE, ,这 样 


No0 


0 
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limmE, 一 limmE, 一 limmE, ， 


于 是 


m limE, 一 limmE., 。 
3.3 可 测 集 类 


在 前 一 节 中 ,我 们 给 出 了 可 测 集 的 概念 ,并 讨论 了 可 测 集 关 于 并 、 交 、 差 基本 运 
算 的 一 些 性 质 , 也 讨论 了 可 测 集合 列 极 限 运算 的 性 质 . 但 我 们 还 不 知道 一 般 常见 的 
点 集 究 竟 有 哪些 是 可 测 的 ,可 测 集 的 结构 又 是 什么 样 的 ,本 节 就 来 讨论 这 些 问题 . 


1. 开 集 的 可 测 性 


定理 3.3.1 
(1) 车 m*E 一 0 , 则 EE 可 测 ,此 时 称 EE 为 零 测度 集 ， 
(2) 零 测度 集 的 任何 子 集 仍 为 零 测度 集 ; 
(3) 有 限 个 或 可 数 多 个 零 测 度 集 的 并 集 仍 为 零 测 度 集 . 
证 明 (1) 若 m"E 二 0 ,对 任意 的 点 集 T,m* (T 人 五 ) 委 和 五 和 0 所 以 
mi" (TNE)=0, 
从 而 
m* (TNE)+m’* (TNCE)=m’* (TNCE)<m’ T(TNCECT,). 
另 一 方面 ， 
mT=m’*[TN (CE U E)] 
=m’*[(TNE)U (TN CE 
<m TNE)+m’ (TN CE), 
这 样 
mT=m’*(TNE)+m’ (TN CE). 
由 Caratheodory 条 件 , FE 是 可 测 集 . 
(2) 设 瑟 是 零 测 度 集 , A 是 EE 的 任 一 子 集 , 则 由 ACE 有 mAm*E ,所 以 
m "A 一 0,A 是 零 测度 集 . 
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(3) 设 {E;) 是 至 多 可 数 多 个 零 测度 集 , EE 一 U E， ,由 外 测度 的 次 可 数 可 加 
性 ,m*EE=m* (CUED)S 2jm' EE, 一 0 ,所 以 mE 一 0 ,EE 是 零 测度 集 . 

定理 3.3.2 R' 中 任何 开 区 间 了 都 是 可 测 的 ,并 且 mi =| |. 

证 明 先 证 明 关 于 外 测度 的 一 个 重要 结果 

设 A,B 是 R" 中 的 两 个 点 集 , 若 p(4,B) > 0 ，, 则 

m*(AUB)=m’*A+m’B. 

由 外 测度 的 性 质 , 有 和 ma" (A U B) 过 m* A 十 m* B .以 下 证 明 m* (AUB) 宇 m* 

A+m* B. 车 m" (A U B) = oo，, 则 结论 成 立 . 设 m' (A U B) < co ,对 任意 的 e > 


0, 存在 一 列 开 区 间 {LL) ,使 AUBCU1 且 


Dil<m (AUB)+e. 
i 二 1 


设 o(4,B) 一 d , 则 4d >0 ,逐个 考察 这 些 开 区 间 1 ,如 果 中 只 含有 A 中 点 
或 只 含有 B 中 点 , 则 工 保留 .车 不 然 ,因为 m* (A UB) 二 ,可 以 将 上 分 解 成 互 不 
相交 的 有 限 多 个 ,比如 说 m; 个 直径 都 小 于 d 的 小 开 区 间 天 ,天 so Ki .显然 


II= DIK |. 
因为 Ki » Ki. so Ki 的 2nm; 个 边界 都 是 n —1 维 空间 R”™! 中 的 点 ,因而 在 
n 维 空间 R" 都 是 零 测度 集 , 对 每 一 个 边界 ,因为 是 R”' 中 的 闭 集 , 且 由 于 Ki， 


Ki s Ki 的 直径 都 小 于 d ,所 以 它们 的 每 个 边界 已 ,F.。 i 或 者 只 含 
有 A 中 点 ,或 者 只 含有 B 中 点 ,因而 有 R”" 中 开 区 间 了 使 下 .CCL， 且 了 .中 只 


含有 A 中 点 或 只 含有 B 中 点 ,还 满足 | Li [< Ds = 1,2,. ,2nm,) . 
这 样 覆盖 Ki K,,., ss Ki 的 2nm; 个 边界 的 2mm; 个 开 区 间 1 


2rmmz 
i 


Lizm, 满足 2) Li | 过 闸 ,将 所 有 保留 下 来 的 1、 改造 某 些 1 而 得 到 的 开 区 间 
天, ,以 及 覆盖 K;,, 边界 的 L;., 全 部 取 来 ,得 到 可 数 多 个 开 区 间 , 记 为 {J。} , 则 


A U B CU CU J 9 


1J = TI+SY 去 <<m (AU B)+2e. 
m=1 i=1 i=1 
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对 于 开 区 间 列 (J。} ,它们 中 的 每 一 个 或 者 只 含有 A 中 点 ,或 者 只 含有 B 中 
点 ,或 者 直径 小 于 d ,因而 它们 中 的 每 一 个 都 不 能 即 含有 A 中 点 又 含有 B 中 点 . 
将 {(J。 } 分 为 两 组 : 


(1) J si LA UJ DA $ 


(2) J » J, 9 吕 J DB. 


oo 


mAi+m’' BE DT, I+ 2 1, | 
k=1 


太一 


= .| 
<m*(AUB)+2e. 
由 于 e 守 0 是 任意 的 ,所 以 m* A 十 m*B 达 mm (A U B). 
综 上 ,m*(AUB)==m*A+ 二 m'B. 
接 下 来 证 明 [可 测 , 并 且 x1 二 11|. 
设 了 = {(z= (zzrz) | c 过 Xi 过 diyi 一 1,2,…,n} ,显然 对 任意 的 TT 
CR" , 恒 有 
mT<m (TND+m CTnCT) ， 
欲 证 了 可 测 , 只 须 证 明 
mT 宇 m* (TND+m’ (TA CD. 


令 1® = {r= (rr oT,) | c+ 二 之 吉之 di 一 二 'i 一 1,2,."…*,n}(k 一 


1,2,…) , 则 Jo C1 一 1,2,…) , 且 当 上 充分 大 时 , 19 关 @ ,p( 了 ,CD 一 二 >>0. 


因为 Je mmTCIe ,CINTCOCI ,从 而 pC(1*%* 由 TT,CI NT)>0. 
由 上 面 证 明 关于 外 测度 的 重要 结果 知 
Me" 了 二 me UCDNTI=m 0d® NTD+m’ CIND. 
如 能 证 明 limm* (1% 由 了 =m* NDTD ; 则 结果 得 证 ， 
显然 m "(1 一 15) 一 0(k -> co) ,因为 
TNI=TNEU—1*)U1I*] 
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=[TN (C1)U TNIV)., 


所 以 
ma TNDEmLITIO) NTItm IHN TD, 
即 
0 委 m (TND—m’* (I® NT) 
<m’ [CU—1*)NTI 
<m’ (I—1®)->0(k— 0). 
因此 


limm’ (I® N T)=m’ (TND. 

于 是 1 可 测 , 且 ml = 二 m*1 = 二 | 1|. 

该 定理 是 一 个 基本 定理 , 正 是 由 于 该 定理 ,我 们 所 定义 的 测度 才 是 R" 中 开 区 
闻 体 积 的 推广 . 这 也 是 在 本 章 开始 所 说 的 测度 公理 的 正则 性 .有 了 这 条 定理 ,才能 
推出 开 集 可 测 ,进而 推出 R" 中 许多 类 型 点 集 的 可 测 性 . 这 个 定理 叙述 简单 ,结果 简 
明 ,然而 证 明 不 能 说 很 复杂 , 却 可 以 说 很 嚼 唆 ,在 参考 书目 [1] 中 给 出 一 维 情形 和 二 
维 情形 的 证 明 ,而 在 参考 书目 [3] 中 给 出 了 一 个 一 般 性 的 证 明 , 但 用 到 了 外 测度 的 
性 质 : 若 po(4,B) >>0(A ,了 的 距离 ), 则 mm (4UB) 一 mA 十 mm 了 ,而 这 一 性 
质 的 证 明 也 是 在 一 维 情形 给 出 的 . 

有 了 这 个 定理 , 则 对 于 R" 中 的 任何 区 间 J 〈 闭 的 或 半 开 半 闭 的 ) 都 是 可 测 的 ， 
且 mj =1J |. 

这 是 因为 R" 中 的 任何 区 间 汪 与 相应 的 开 区 间 了 至 多 相差 2n 个 R" 中 的 子 集 ， 
这 2n 个 R" 中 的 子 集 是 R™!' 中 的 区 间 ,在 R" 中 ,体积 为 零 . 因而 这 2x 个 R" 中 的 子 
集 是 零 测 集 , 即 = TU 1 .其 中 是 零 测 集 , 因 而 可 测 , 所 以 本 可 测 , 因 此 mJ = 
2 了 一 | 了 | . 

定理 3.3.3 R" 中 的 开 集 、 闭 集 都 是 可 测 集 . 

为 证 明 该 定理 , 先 给 出 一 个 引 理 . 

引 理 1 R"(n 之 2) 中 的 非 空 开 集 G 都 可 以 表示 成 可 数 多 个 互 不 相交 的 左 开 


右 闭 的 区 间 的 并 , 即 G 一 UJ. 
J; 一 {Cx To) | cy < Ti dad? ?了 一 1,2……，)72)( 一 1,2,…) 9 
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J:N = GUN). 
证 明 对 每 一 个 &E N+ ,R" 都 可 以 分 解 成 可 数 多 个 形 如 


Gar) | < ,i 二 1,2,…,n| (m, 为 整数 ) (3. 3.1) 
的 互 不 相交 的 左 开 右 闭 的 区 间 . 

设 & 王 1 时 ,上 述 这 些 区 间 中 完全 包含 在 G 内 的 那些 是 IT ,15? ,… (有限 个 或 
可 数 多 个 ). 对 于 &>>1 ,用 1 ,1 名 ,表示 上 述 那 些 区 间 中 完全 被 G 包 含 , 但 不 与 
任何 I? (< 委 & 一 1) 相交 的 区 间 12 (有 限 个 或 可 数 多 个 ). 这 样 我 们 就 得 到 可 数 多 
个 左 开 右 闭 的 区 间 I ,1 秋天 大 委 二 coe(A 一 1,2,…) .显然 它们 是 互 不 相交 
的 ,JI 史 CG， 下 证 G=UI%. 

若 zEG, 因 G 是 开 集 ,有 8>0 ,使 U(r,6) CG. 于 是 当 k 充 分 大 时 , 式 (3. 
3. 1) 中 那些 区 间 中 包含 x 的 那个 必 完 全 包含 在 G 内 ,从 而 xz EU 1 .这 样 G= 
Ur. 引 理 得 证 . 

R 中 的 开 集 可 以 表示 成 有 限 个 或 可 数 多 个 互 不 相交 的 开 区 间 的 并 , R"(n 之 2) 
中 的 开 集 可 以 表示 成 可 数 多 个 互 不 相交 的 左 开 右 闭 区 间 的 并 ,而 区 间 是 可 测 的 ,所 
以 开 集 是 可 测 的 ,而 闭 集 是 开 集 的 余 集 ,因而 闭 集 也 可 测 . 定理 得 证 . 

由 开 集 和 闭 集 是 可 测 的 ,可 以 推出 G; 型 集 和 下 , 型 集 是 可 测 的 . 


2. Lebesgue 可 测 集 的 结构 


定义 3.3.1 设 Q 是 R* 中 一 些 集合 所 成 的 集 类 .如 果 满 足 条 件 : 
(1) R" En 
(2) 当 4AEQ 时 ,有 CA En 


(3) 车 AAA 是 9 中 的 一 列 集合 , 则 UA.E 0， 
则 称 Q 是 R*" 上 的 一 个 o 代数 ， 

不 难 发 现 ,关于 o 代数 有 以 下 结果 ， 

车 Q 是 Re 上 的 代数 , 则 

(人 En 
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(2) 车 Ai1,As,…,A,,… 是 0 中 的 一 列 集合 , 则 站 A,E Qi 

(3) R" 中 的 一 切 子 集 所 成 的 集 类 PCR") 是 ec 代数， 

(4) 如 果 {0 | 0 是 R" 上 的 o 代数 ,a € 1 ,了 是 指标 集 ，} ; 则 站 Q. 也 是 R" 上 
的 a 代数. 

定义 3.3.2 设 Q 是 R' 中 某 些 子 集 所 成 的 集 类 , 称 R 上 包含 9 的 c 代 数 的 交 
集 为 由 0 生成 的 c 代数 , 记 为 F(Q) . 

由 上 面 的 讨论 知 , F(Q) 是 e 代数 ,而 且 是 包含 Q 的 最 小 o 代数, 即 车 有 R' 上 
的 c 代数 M ,使 QCHM, 则 F(0)CM. 

定义 3.3.3 设 K 一 {GI|GCR",G 是 开 集 } , 即 K 是 R" 中 所 有 开 集 所 成 的 
集 类 . 记 由 K 生成 的 a 代数 为 B , 即 B = FC(K) , 称 B 中 的 集合 为 博 雷 尔 (Borel) 
集 . 

不 难看 出 ,前 面 定义 的 G; 型 集 和 Fs 型 集 是 Borel 集 . 

定理 3.3.4 凡 Borel 集 都 是 Lebesgue 可 测 集 . 

证 了 明 设 y 是 R" 中 Lebesgue 可 测 集 全 体 所 成 的 集 类 . 

下 面 证 明 jy 是 a 代数 . 因为 对 任何 TC R”， 

mT=m (TNR)=m TNR)+m (TN COCR), 

所 以 R" 是 可 测 集 , 因 而 R*" Ep. 若 ACR”",AEy, 即 A 是 可 测 集 , 则 CA 也 是 可 
测 集 ,所 以 CA € yp. 


若 Ai,As，…,A,,… 是 & 中 一 列 集合 ,因为 U A, 是 可 测 集 , 则 U A, € p. 因 
而 由 定义 3.3.1 知 jy 是 o 代数 . 

由 于 开 集 是 Lebesgue 可 测 集 ,所 以 R" 中 所 有 开 集 所 成 的 集 类 天 Cx, 而 
Borel 集 类 B 是 包含 K 的 最 小 a 代数 ,因此 B Cy ,从 而 Borel 集 都 是 Lebesgue 可 
测 集 . 

很 自然 地 会 提出 这 样 的 问题 :既然 Borel 集 都 是 Lebesgue 可 测 集 ,那么 Lebe- 
sgue 可 测 集 是 否 都 是 Borel 集 呢 ? 回答 是 否定 的 . 因为 有 不 是 Borel 集 的 Lebes- 
gue 可 测 集 , 而 且 这 样 的 集 是 相当 多 的 ， 

定理 3.3.5 设 EE 是 任 一 可 测 集 , 则 一 定 存在 G; 型 集 G ,使 ECG ,上 且 mC(G 一 
E) = 0. 
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证 明 (1) 先 证 对 任意 的 es 之 0 ,存在 开 集 G ,使 ECG, 且 m(G 一 E) <e. 
(i 车 mE < co ,由 测度 定义 ,有 一 列 开 区 间 (1,) ,使 ECU1, 且 11|< 
mE +e. 
令 G 一 UL , 则 G 是 开 集 , ECG, 且 mE<mG<>ml=211|<mEte. 
所 以 mG 一 mE <<e ,由 G 一 (G 一 E)UE, 有 mG 一 m(G 一 E) 十 mE ,因此 


m(G—E)<e. 
(ii 车 mE = oo . 则 已 是 无 界 集 , 但 巨 总 可 以 表示 成 可 数 多 个 互 不 相交 的 有 界 


可 测 集 的 并 集 , E 一 U E, , 且 mE, < co 一 1,2,…) .对 每 个 E, 应 用 (iD 的 结果 ， 
有 开 集 G, ,使 ECG, , 且 m(G, 一 E,) < 去 , 令 G 一 UG, , 则 G 是 开 集 , ECG. 
由 于 

G—-E=UG,—U E,CU (G,.—E.), 
则 | 


m(G—E) < SimeG, -FE) < 六 =- 


n=1 


(2) 由 (1) 的 结果 ,依次 取 6, 一 二 人 = 一 1,2,…) ,存在 开 集 G, ,使 ECG, , 且 


m(G,—E)=1. 
n 


令 G 一 站 G, , 则 G 是 Gs 型 集 ,ECG, 且 
m(G—E) < m(G,—E)< Tn = 1,2,.…)， 


于 是 m(G 一) = 0 ,定理 得 证 . 

定理 3.3.6 设 EE 是 任 一 可 测 集 , 则 一 定 存 在 F, 型 集 F ,使 FCE, 自 m(E 一 
F)=0. 

证 明 EE 是 可 测 集 , 则 CE 是 可 测 集 ,由 定理 3. 3. 5 可 知 存在 G; 型 集 G ,使 
CECC, 且 CC 一 CE) 一 0. 

令 FF= 06 , 则 FF 是 F, 型 集 ,由 CE CG, 有 CGCE, 邑 FCE ,并 且 
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m(E—F)= m(EN CF) 
=m(E GO) 
= m[G N CCCE)] 
= m(G— CE) 
=0. 
定理 得 证 . 
定理 3.3.7 任何 Lebesgue 可 测 集 都 可 以 表示 成 Borel 集 与 一 个 零 测 集 之 
差 ,也 可 以 表示 成 Borel 集 与 一 个 零 测 集 之 并 . 
证 明 设 巨 是 Lebesgue 可 测 集 ,由 定理 3.3.5 有 G; 型 集 G 导 EE ,使 G 一 E 是 
零 测 集 . 由 定理 3. 3.6 有 FF 型 集 F CE ,使 E 一 是 零 测 集 ,因此 E==G 一 (G 一 E)， 
又 有 E=FU(E 一 F). 
这 表明 , 已 可 以 是 一 个 Borel 集 和 一 个 零 测 集 之 差 ,也 可 以 是 一 个 Borel 集 和 
一 个 零 测 集 之 并 . 
定理 3. 3.5、 定 理 3. 3.6 和 定理 3. 3.7 说 明了 Lebesgue 可 测 集 与 Borel 集 的 
关系 ,刻画 了 Lebesgue 可 测 集 的 结构 . 
例 3.3.1 设 ECR" ,车 对 任意 的 e 汪 0, 存在 可 测 集 G ,使 ECG,， 
县 mr (G 一 EE)< 之 e, 则 EE 是 可 测 集 . 
证 明 对 任何 &€ Nt ,由 所 设 条 件 ,存在 可 测 集 Ge ,使 ECG, 且 m* (Ge 一 
E) < 地. 
令 G== 门 G4 , 则 避 是 可 测 集 ,因为 m* (G 一 E) <m* (Gi 一 E) < (k=1, 


2,…) ,所 以 mi (G 一 E) = 二 0,G 一 E 是 零 测 集 ,因而 可 测 . 
这 样 玉 二 G 一 (G 一 E) 是 可 测 集 . 
例 3.3.2 设 ECR" , 则 存在 Cs 型 集 G CR ,使 得 ECGE 有 mG=m*E. 
证 明 车 m*E= 二 00 , 则 令 G 二 R" ,命题 得 证 . 
车 m*EE 二 ,对 任何 kE€ N ,由 外 测度 定义 ,有 开 区 间 列 {I,:) ,使 EC 


U Ii.i， 且 DSL| 7 “ 十 到 ; 设 GG =U L.; ， 则 有 mG = mG < 
人 i=! i 
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Dhl<m' E+. 
令 G 一 由 Gi , 则 EC G,G 是 G, 型 集 .由 于 对 任何 &E NT ,有 


Mm’ Em < mG 一 me E 十 元 ( 一 1,2,…) ， 


所 以 
m EmG<m’E, 
于 是 mG 一 mE ,命题 得 证 . 
例 3.3.3 Cantor 集 P 的 测度 为 零 . 
证 明 设 G 是 从 [0,1] 中 去 掉 的 那些 开 区 间 的 并 集 , 即 G = U G, . 其 中 G, 是 
2 . 由 各 G, 互 不 相交 ,有 
1 


2 一 个 长 度 为 二 的 开 区 间 ,所 以 mG， = 


而 P= [0,1] 一 G 是 闭 集 ,所 以 可 测 . PmnG= 他 ,Fo,1]=GUP ,有 m[0， 


1] = mG 十 mP ,这 样 mP = 0. 
例 3.3.4 直线 上 所 有 可 测 集合 作成 的 集 类 wp 的 基数 等 于 直线 上 所 有 子 集 作 


成 的 集 类 P(R) 的 基数 ， 
另 一 方面 ,考察 Cantor 集 P ,由 mP = 二 0 可 知 P 是 零 测度 集 , 从 而 PP 的 任何 子 
集 是 零 测 度 集 , 因而 可 测 . 设 P(P) 是 Cantor 集 的 所 有 子 集 作 成 的 集合 类 ,因为 


证 明 设 EEy, 则 EE P(R) ,所 以 uCP(R) ,因此 p 志 BOR). 
=c, 则 PCF) = 2 = POR) .而 P(P) Cw, 所 以 CB) 入 .这 样 凡 雪 巨 RR) = 


FB) 入 ,于 是 == POR) = 2°. 
例 3.3.5 直线 上 所 有 Borel 集合 作成 的 集 类 B 的 基数 是 连续 基数 < ， 
证 明 对 于 直线 R 中 的 任 一 开 区 间 (a,b) (一 c 委 a<6 委 十 co) 都 有 有 理 数 
列 (到 及 (性 ,使 训 一 a(n 一 2) ,一 b(n 一 00) .这 样 (a,b) 对 应 有 理 数 集 Q 


的 一 个 子 集 {r%}U (六 } 
对 于 直线 R 中 的 任 一 开 集 G , G 可 以 表示 成 至 多 可 数 个 互 不 相交 的 开 区 间 的 
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并 集 ， G =U (0,8). 

因此 G 对 应 以 (rw }U {1%*)) ,这 也 是 有 理 数 集 QQ 的 一 个 子 集 . 所 以 ,直线 上 
的 开 集 全 体 KK 与 有 理 数 集 Q 的 子 集 全 体 P(Q) 的 某 个 子 集 P (Q) 对 等 . 

因为 Borel 集 是 从 开 集 出 发 经 过 取 余 集 , 作 可 数 交 ,可 数 并 等 过 程 而 得 到 的 集 
合 , 而 P1(Q) 中 的 集 经 过 取 余 集 , 作 可 数 交 .可 数 并 等 手续 而 作出 的 集 还 是 有 理 数 
集 的 子 集 , 也 就 是 说 每 一 个 Borel 集 对 应 一 个 有 理 数 集 Q 的 子 集 . 

这 样 Borel 集 类 B 与 有 理 数 集 Q 的 寡 集 P(Q) 的 某 个 子 集 P;(Q) 对 等 . 因此 

B<2=.. 

另 一 方面 , R 中 每 一 个 点 x 都 是 Borel 集 ,因此 R 对 等 于 Borel 集 类 B 的 一 个 

子 集 , 即 王政 雪 吾 ,从 而 巨 = c. 


3.4 不 可 测 集 的 例 


我 们 讨论 点 集 的 测度 ,到 现在 讨论 了 可 测 集 的 概念 和 性 质 . 自然 要 问 是 否 有 不 
可 测 集 存 在 ? 本 节 我 们 给 出 一 个 直线 上 不 可 测 集 的 例子 . 

定义 3.4.1 设 ECR,h 为 实数 , 作 映 射 一 :R 一 R ,使 得 对 于 x EE, 令 
TTX 二 ++h, TE= {Tr|xE€EE), 称 TE 为 E 的 hh 平移 变换 . 

显然 当 五 为 区 间 时 ， TiE 也 为 区 间 ,而 且 mE = m(T,E). 

定理 3.4.1 对 任何 集 ECR ,具有 m*EE==m" (TiE) , 且 当 EE 是 可 测 时 ， 
TsE 也 是 上 可 测 的 . 

证 明 设 {I} 是 一 列 开 区 间 , 三 CU I ,那么 {TIT} 也 是 一 列 开 区 间 , 且 


TiE CU (CTTD ,所 以 


m’*E= inf (Dl | 已 CU mm’ (TE). 
男 一 方面 ,由 Tc (TE) = ,结合 上 面 的 考虑 方法 ,有 
m “(TE)> m “*(T. nTE))= m’ 五 
因此 
mE=m’ (T,E). 
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如 果 五 为 上 可 测 的 , 则 对 任何 TC R ,有 
mT=m" (TNE)+m’ TANCE). 
由 于 (TNE)= TTNTE, TTNCE) = TTN TCE) ,及 
CCTE) ==T, (CE) ,因此 
mTT=mT,(TNE+m’' T,(TNCE) 
=m’ (TTNTE)+ma [TTNCTE)]. (3.4.1) 
车 在 式 (3.4.1) 中 用 Ti, 醋 代 替 丁 , 则 
mT=m (TNTE)+m’ [TN C(OTE)], 
因而 TE 是 元 可 测 的 . 定理 得 证 . 
定理 3. 4. 1 说明 Lebesgue 测度 具有 平移 不 变性 . 
命题 1 设 瑟 CR，,oE>>0,aeE(0,1) , 则 存在 开 区 间 了 ,使 m(ENMm D>>aml. 
证 明 ”由 外 测度 定义 ,对 任意 的 >> 0 ,存在 开 集 G ,使 得 ECG, 且 mG 一 
mEte. 
而 1G = qmG 十 (1 一 a)mG ,车 取 8 = 二 (1 一 o)mE , 则 
amG + (1— a)mG < mE (1— omE. 
因为 
(1 — mG > (1 — omE, 
所 以 
amG < mE. (3.4.2) 
由 直线 上 开 集 的 结构 , 设 C 一品 六 ,其 中 各 [为 互 不 相交 的 开 区 间 , 那 么 必 有 
某 个 五 使 产 ( 瑟 站 到 ) af .如 车 不 然 ,对 每 个 kE N* ,都 有 m(E 站) 志 onli， 
则 
mE = m(E  G) 
= ml (EN TL)) 


= Dm(ENTI) 
大 


< Daml, 
二 


= amG . 
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这 与 式 (3, 4. 2) 了 矛盾 . 命题 得 证 . 


命题 2 设 焉 CR, 下 0, 令 ACE) 一 (z 一 yzyyE 开 ) , 则 AGE) 包含 一 


个 关于 原点 对 称 的 开 区 间 J . 
证 明 应 用 命题 1, 有 开 区 间 了 ,使 


m(ENMND > Fml. 


令 / = (一 只, 倒 ) , 往 证 /满足 命题 结果 . 
事实 上 , J 是 关于 原点 对 称 的 区 间 . 任 取 z € J ,只 须 证 明 zEACE).>zEyJ， 

则 1 < | 过 去 mI .用 A 十 z 一 TA 表示 集 A 的 < 平移 ,那么 有 

(ENDULCEND+z CIU (+z). 


因为 | = | 二 Fml , 则 I 从 (I 十 z) 着 ,此 时 注意 到 


m[T U (40) m+|z | Sml ， 


便 有 
m{(ENDUI[LEN D+z]} < 了 ma (3, 4. 3) 


因而 (ENDNL[LCEND++zj 关 名 ,如若 不 然 , 则 有 
m{(ENMNDULCENDT+z)) = mEND+mLEND+z 
= 2m(E NT) 


这 与 式 (3. 4.3) 了 矛盾 . 
于 是 可 取 一 点 TE€ (ENMDN[ECEND++zj. 从 而 xEE, 而 且 可 以 写成 


x 二 y 十 z ,其 中 yEENMNICE ,这 样 就 有 
z=X—y,7r,yE€EE, 
即 z EE€ A(E) ,因而 CACE) .命题 得 证 . 
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定理 3.4.2 一 维 不 可 测 集 是 存在 的 . 

证 明 设 Q 是 有 理 数 集 ,利用 Q@ 将 R 中 的 点 分 类 , 当 工 一 y EQ 时 认为 z,y 属 
于 同一 等 价 类 ,这 样 , R 被 分 成 等 价 类 ,并 且 每 两 个 不 同 的 等 价 类 互 不 相交 . 其 实 ， 
设 EE, , E, 是 不 同 的 等 价 类 ,它们 的 代表 元 分 别 为 和 >y (x EE,,y EE,), 如 果 
有 公共 元 z € E, 门 E, , 则 

Z 一 7 一 工 一 zx 十 zx 一 yEQ， 
于 是 将 有 xz,y EE, 且 zx,y€ EE,, 即 FE, 与 ,是 同一 个 等 价 类 ,矛盾 . 由 Zermelo 选 
择 公 理 ,从 每 个 等 价 类 中 取 一 点 构成 一 个 集合 EE ,那么 , E 是 不 可 测 的 . 

首先 ,注意 A(E) = {zx 一 y|x,y € E} 显然 包含 原点 , 且 由 玉 的 做 法 除 原点 外 
A(E) 没有 其 他 有 理 点 ,因而 它 不 含有 对 称 的 开 区 间 . 由 命题 2 可 知 ,车 可 测 , 则 
必 有 mE = 0. 

其 次 , 设 a ,a 是 Q 中 任意 两 个 不 同 的 点 , 则 点 集 E; = {zz | x= ei 十 aise; € 
E}(i 一 1,2) 互 不 相交 ,如 若 不 然 , 设 有 ei ,ez E EE ,使 el 十 ai 二 ez 十 as , 则 有 el 一 
er 二 az 一 Ql EQ, 从 而 e 一 es = 二 0 ,el = es ,由 此 推出 a 二 as ,矛盾 . 

另 一 方面 , R 中 任 一 点 工 必 属于 这 些 等 价 类 中 之 一 , 设 工 属于 e 所 代表 的 等 价 
类 ,因而 可 以 写成 x = 二 ee 十 a ,e E€ EF ,a EQ. 因 此 , 若 将 Q 写 成 {a,)，,E,= {zx| 
二 e 二 anse € EF} ,n€ N' , 则 由 Lebesgue 测度 的 平移 不 变性 ,有 mE 一 mE==0. 


而 及 一 E, , 则 mR 一 mE, =- 0 ,这 是 不 可 能 的 ,因而 玉 是 不 可 测 集 . 


习 题 


lL. 若 m*A=0, 则 mm*(AUB)==m*B. 

2. 试 求 [0,1] 中 无 理 数 集 的 外 测度 . 

3. 车 B 为 有 界 集 , 证 明 ;m* A 一 m* Bm* (AUB) 一 m* Bm* (A 一 B). 

4. 设 有 界 集 ECR,m'E>>0 ,又 0 二 cc 二 m"EE , 试 证 存在 E 的 子 集 EE ,使 
m’*E,=c. 

5. 若 ElCE,mE 二 0 , 则 EE 为 可 测 集 . 

6. 若 4A,B 可 测 , 证 明 : mA 十 mB = 二 ml(A UB)+m(A 门 B). 
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7. 设 A 为 可 测 集 ，B 为 任意 一 个 集 ,证 明 :m* (AUB) 二 m* (ANMB)= 
mA+m* B. 

8. 设 已 ,已 是 L0,1j 中 的 两 个 可 测 集 ,满足 mE 十 mE; > 1 , 试 证 : (CE 站 
E,)>>0 

9. 设 {4,} 是 可 测 集 列 , 且 A, CL0,1j(n 二 1,2,…), 且 1 是 {mA,|n 二 1,2,…} 
的 聚 点 ,证 明 :存在 子 集 列 {A, } ,使 得 


(1) > (1 一 mA )<14 
k=1 


(2) m(N Au) > 0. 
10. 车 EE ,E; 均 可 测 , 且 m[ (Ei 一 Ez) U (E: 一 EF)] 一 0 , 试 证 :mE 一 mE 一 
m(Ei 门下) 


11. 设 EE(i 二 1,2…,k) 为 [0,1] 内 个 可 测 子 集 , 且 Dy mE 二 上 一 1，, 则 


mC 从 FE,) > 0. 
12. 设 CR , 试 证 为 可 测 集 的 充 要 条 件 是 ;对 任意 的 e 汪 0 ,存在 开 集 G 与 
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第 4 章 可 测 函 数 


为 了 建立 新 的 积分 ,我 们 已 经 对 R" 中 的 一 般 集合 定义 了 测度 概念 . 在 本 章 中 
我 们 将 定义 可 测 函 数 的 概念 ,讨论 可 测 函 数 的 性 质 . 我 们 会 看 到 ,可 测 函 数 类 是 包 
含 连续 函数 类 的 一 种 范围 相当 广泛 的 函数 类 . 这 个 函数 类 对 于 四 则 运算 是 封闭 的 ， 
而 且 对 于 极限 运算 也 是 封闭 的 .我们 还 要 讨论 可 测 函 数 与 连续 函数 的 关系 ,从 而 进 
一 步 研究 可 测 函 数 的 结构 . 最 后 研究 可 测 函 数 的 几 种 不 同类 型 的 收敛 概念 及 其 相 
互 关 系 , 使 我 们 对 可 测 函 数 有 较 深 刻 的 理解 . 


4.1 可 测 冰 数 的 定义 及 其 性 质 


在 本 书 引言 中 指出 ,定义 新 的 积分 需要 研究 什么 样 的 函数 f(x) ,使 得 对 任何 
实数 a,65 ,点 集 {x | a 过 jz) 委 邹 都 有 “长度 ", 即 都 是 可 测 集 . 

可 测 函 数 的 概念 就 是 由 此 产生 的 . 因为 本 章 讨论 的 函数 可 以 取 值 士 ce ,所 以 
在 给 出 可 测 函 数 概念 之 前 ,我们 要 介绍 有 限 函 数 的 概念 和 包含 士 ce 在 内 的 实数 运 
算 的 规定 . 

设 ECR” , 称 f(x) 是 EE 上 的 有 限 函 数 , 是 指 对 任意 的 x E E ,函数 值 f(x) 
都 是 有 限 实数 . 

包含 士 心 在 内 的 实数 运算 作 如 下 规定 : 

(1) (十 co) 十 (十 co) = 十 co ，( 一 co) 十 (一 co) 一 一 co 

(2) 对 任意 的 有 限 实数 a , a 十 (十 co) 一 十 co ,au 十 (一 co) 一 一 co ; 

(3) 对 任意 的 8 盖 0，c< 天 0 ,0 十 co 王 十 co ,0。( 一 co) = 一 00 ，c。，( 十 co) 


一 一 co ，c。( 一 co) 一 十 co ; 
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(4) (十 ceo) 。( 十 co) 一 (一 cp) 。( 一 ce) 一 十 ce ，( 十 co)，( 一 ce) 一 (一 cp)。 
(十 co) 一 一 co . 而 (十 ce) 一 (十 co) ，( 十 cp) 十 (一 ce) ，( 一 co) 一 (一 ce) ， 


(一 co) + 二 co) ,十 守 ,土管 ,二 守 ,二 守 被 认为 是 没有 意义 的 . 0. (十 oo) 在 
一 般 情 况 下 也 是 不 允许 的 ， 


定义 4.1.1 设 f(x) 是 定义 在 可 测 集 下 CR 上 的 函数 ,如 果 对 任何 有 限 实数 
a ,ELF>a]=(zlzEE,fz)>al 都 是 可 测 集 , 则 称 f(x) 为 定义 在 EE 上 的 可 
测 函 数 ,或 者 说 ,jz) 在 EE 上 可 测 . 

例 4.1.1 区 间 [ae,o] 上 的 连续 函数 及 单调 函数 都 是 可 测 函 数 . 

证 明 若 f(x) 是 [a,5] 上 的 连续 函数 ,对 任意 的 实数 c , 往 证 {x | f(x) 二 cc} 
是 开 集 , 任 取 ze E {z | jz)>c} , 则 f(xzo) >c，, 由 连续 函数 的 保 号 性 知 ,存在 8 
> 0 ,使 得 当 zE (xo 一 6,zo 十 6) 时 ,有 f(x) >c， 所 以 (ze 一 0zo 十 9) C {x| 
COz)>c} .所 以 ro 是 (zz)>c) 的 内 点 .因此 (zlFGz) >c} 是 开 集 .从 而 {x 
| f(x) > c} 是 可 测 集 ,于 是 f(x) 在 [a,b5] 上 可 测 . 

车 f(x) 是 [4,6] 上 的 单调 函数 ,不 妨 设 F(z) 是 [a,6] 上 的 单调 增加 函数 ,对 
任意 的 实数 c : 

(1) 当 bo) 委 c 时 , {x | f(x) > ec) 是 空 集 O ,因而 是 可 测 集 . 

(2) 当 c< Fa) 时, {x | Fr) > ec) = [a,bj ,也 是 可 测 集 . 

(3) 当 Fa) 委 c< Go) 时 , 令 r = 一 inf(tz1lz)>c) , 则 : 

@ 车 f(x) cc; 则 {zr | f(r)>c} = [rb6]; 

加 车 f(xo) 过 cy 则 {rz | fr) > ec} = (x0,b]. 

因此 , 当 f(a) 过 cc 二 了 (4) 时, {zx | f(x) > ec) 也 是 可 测 集 . 

综 上 , f(x) 是 [a,b] 上 的 可 测 函 数 . 

例 4.1.2 设 ECR’ 是 可 测 集 , 则 的 特征 函数 


1， rE€EE; 
XE (7X) -1 


是 定义 在 R" 上 的 可 测 函 数 . 
证 明 对 任意 的 实数 a ,有 
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R" ， a<0; 
{rz | Xz(Cz) > a} = 4E, 0<a<l; 
OG, a 之 1. 


而 R',E 和 2 都 是 可 测 集 ,所 以 对 任意 的 实数 a , {x | x (x) > a} 是 可 测 集 . 
因而 xs(x) 是 可 测 函 数 . 
例 4.1.3 设 B 是 不 可 测 集 , 则 B 的 特征 函数 xs(x) 不 是 可 测 函 数 . 


证 明 取 a 王 地， (zj xs(Gz) 之 a} = B 是 不 可 测 集 ,因此 xs (x) 不 是 可 测 


1 
2 
函数 . 

例 4.1.2 和 例 4. 1. 3 说 明 , 点 集 EE 是 可 测 集 的 充 要 条 件 是 E 的 特征 函数 
xs(X) 是 R" 上 的 可 测 函 数 . 

例 4.1.4 若 王 CR" 是 零 测 集 ，F(z) 是 EE 上 的 函数 , 则 f(x) 在 EE 上 可 测 . 

证 明 ”因为 对 任意 的 实数 a , E[f >a] CE ,由 于 E 是 零 测 集 , 所 以 EL 了 > 
aj 也 是 零 测 集 ,因而 可 测 . 所 以 f(x) 在 E 上 可 测 . 

定理 4.1.1 设 f(x) 是 可 测 集 ECR" 上 的 函数 , 则 下 述 (1),(2),(3),(4) 是 
等 价 的 ， 

(1) f 是 E 上 的 可 测 函 数 ， 

(2) 对 任何 实数 a , ELf 之 aj 是 可 测 集 ; 

(3) 对 任何 实数 a , ELf 二 aj 是 可 测 集 ， 

(4) 对 任何 实数 a , ELf 二 aj 是 可 测 集 . 


证 明 〈1) => (2), 因 为 对 任意 的 实数 a ,ELf 之 a] = NE[f> 4 二] .所 以 


f(z) 车 在 EE 上 可 测 , 则 由 E[f > a 一 证] 是 可 测 集 ,因而 ELy > a] 是 可 测 集 . 


(2) 二 (3) ,因为 对 任意 的 实数 a , E[f 二 aj==E 一 E[f 之 aj .所 以 ,车 E[f 守 
aj 是 可 测 集 , 则 E[f 二 a] = 二 EE 一 ELf 之 a 是 可 测 集 . 


(3) 一 (4) ,因为 对 任意 的 实数 a ,EL[f 过 a] 一 站 EL[f<<a 十 二] ,所 以 车 对 任 


意 的 实数 a，E[/ < a] 是 可 测 集 , 则 ELf < a] 一 站 E[f <<a 十 十] 是 可 测 集 . 
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(4) > (1) ,车 对 任意 的 实数 a , ELA 委 cj 是 可 测 集 , 则 ELA> daj 王 三 一 ELA 
之 aj 是 可 测 集 ,所 以 由 可 测 函 数 定义 可 知 了 是 已 上 的 可 测 函 数 . 

在 本 节 开 头 ,我 们 曾 提出 什么 样 的 函数 f(x) 使 得 对 任意 的 实数 4a 和 4 ,点 集 
{7X | a 二 Frzr) 委 人 都 是 可 测 集 . 

有 了 可 测 函 数 的 定义 ,我 们 有 下 面 的 结果 : 

车 f 是 EE 上 的 可 测 函 数 , 则 对 任何 实数 a,b(la 反思 ,点 集 ELa< 入 委 中 是 可 
测 集 . 反之 ,如 果 了 是 可 测 集 E 上 的 有 限 函 数 , 若 对 任何 实数 4a,6bla 过 5) ,点 集 
ELa 二 fbj 是 可 测 和 集 , 则 /是 EE 上 的 可 测 函 数 . 

证 明 因为 E[a 二 f 志 6]== EL[f 之 aj 一 ELf 之 5 ,所 以 若 f 是 E 上 的 可 测 
函数 , 则 E[f > aj] 和 E[f 之 如 都 是 可 测 集 ,因而 ELa < 过 f 志 5 是 可 测 集 . 

反之 ,如 果 了 是 可 测 集 互 上 的 有 限 函 数 , 若 对 任何 实数 a,b(a 二 5) ,ELa 去 
j 委 中 是 可 测 集 , 则 因为 


ELf < 60] =U E[—n+b<f<， 


所 以 , E[f/ 之 四 =U E[ 一 xn 十 6 之 了 之 切 是 可 测 集 . 

由 定理 4.1.1 可 知 f 是 EE 上 的 可 测 吗 数 . 

例 4.1.5 设 f(z) 在 ECR 上 可 测 , 则 对 任何 实数 a ,ELf = aj 是 可 测 集 ， 
E[f == 十 0] 及 ELf = 一 co] 也 是 可 测 集 ， 

证 明 因为 E[f = 二 aj 二 EL[f 之 aj 一 ELf 这 aj ,由 于 了 在 已 上 可 测 , 由 定理 
4.1.1 可 知 E[f = 二 4a] 是 可 测 集 .而 


E[f =+%] =0 ELf > 


E[f =— ~] = ELf <—"], 
所 以 由 定理 4.1.1 可 知 E[f = 十 co] 和 E[f = 一 0] 是 可 测 集 . 
定理 4.1.2 (1) 设 /(z) 是 EC R" 上 的 可 测 函 数 , 则 /(x) 在 的 任 一 可 测 
子 集 E; 上 也 可 测 ; 
(2) 设 EEC R" 是 至 多 可 数 个 可 测 集 {E,) 的 并 集 , f(x) 是 已 上 的 函数 , 则 
f(z) 在 玉 上 可 测 的 充分 必要 条 件 是 (x) 在 每 个 E; 上 可 测 . 
证 明 (1) 设 CE 是 可 测 集 ,因为 对 任意 的 实数 a, Ei[f/ > 4a] = E 站 
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ELA>a] ,所 以 ELf > aj 是 可 测 集 , 因 而 f(x) 是 已 上 的 可 测 函 数 . 

(2) 必要 性 . 若 jz) 在 EE 上 可 测 , 由 (1) 可 知 f(x) 在 每 个 已 CC 开 上 可 测 . 

充分 性 . 设 f(x) 在 每 个 E; 上 可 测 ,因为 对 任意 的 实数 wa ，ELA > a] = U 

ELf 之 aj ,所 以 ELA> a] 是 可 测 集 ,因而 f(x) 在 已 上 可 测 ， 

为 了 讨论 R" 中 一 般 可 测 集 EE 上 连续 少数 的 可 测 性 ,我 们 给 出 R" 中 一 般 点 集 
E 上 连续 函数 的 定义 . 

定义 4.1.2 称 定义 在 EC ER 上 的 实 函 数 F(z) 在 x。E€ E 处 连续 , 即 如 果 
Yo 二 f(xo) 有 限 ,而 且 对 于 y。 的 任 一 邻 域 V ,总 存在 x, 的 某 邻 域 口 ,使 f(U 站 E) 
CV. 即 只 要 x EE 有 x EU 时 ,就 有 f(x) EV. 

如 果 f(x) 在 EE 中 每 一 点 都 连续 , 则 称 /(x) 在 上 连续 . 

定理 4.1.3 可 测 集 ECR" 上 的 连续 函数 是 可 测 孙 数 . 

证 明 对 任意 的 实数 a , 往 证 ELA > aj 是 可 测 集 . 

设 xE ELA>dj, 由 连续 函数 局 部 保 号 性 可 知 , 存 在 z 的 某 邻 域 U(z) ,使 
U(x) NN ECE[L/>a]. 

3G 一 由。 DCz) , 则 

GNE=( UV, UA NE 
= HW, UNDNEC E[f > al. 

另 一 方面 ,显然 有 ELA>ajCG, 因 此 EL>oqajCGnnEE, 所 以 
EL[f/>al]=GNE. 

因此 ELf > aj 是 可 测 集 ,因而 f(x) 是 可 测 函 数 . 

下 面 的 定理 说 明 可 测 函 数 类 对 四 则 运算 是 封闭 的 . 

引 理 1 设 f(x) 与 g(x) 为 E 上 的 可 测 函 数 , 则 E[f>> gj] 与 E[/ 之 gj] 都 是 
可 测 集 . 

证 明 因为 E[f 宇 gj] 一 E 一 ELf < 之 gj ,所 以 只 须 证 明 EL 太 > gj 是 可 测 集 . 

设 ro E EL/ 二 8j, 则 f(zxo) g(xo) ,存在 有 理 数 7 ,使 f(z6) 之 r 之 g(xo)， 
即 x,€ E[f>>r]fN ELlg<= rj. 

反之 ,车 存在 有 理 数 7 ,使 x,€ ELf 汪 rj 站 ELlg < 过 rj, 则 xo€ ELf > g]. 

设 有 理 数 全 体 为 {ri rm ，… 一 , 则 
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E[f > g] =U (EL[f > ,JN Elg <r,). 

由 f(x) 和 g(xz) 是 可 测 函 数 可 知 , 等 式 右 端 是 可 测 集 ,所 以 E[f > g] 是 可 测 
集 . 

定理 4.1.4 设 f(r) 和 g(x) 都 是 巨 上 的 可 测 函 数 , 则 下 列 郴 数 都 是 巨 上 的 
可 测 隆 数 . 

(1) af (zx) ,a 为 任意 实数 ; 

(2) f(r)+ g(x); 

(3) jz)gCz) 3 
(4) LE (CE&(z) 天 0) ; 

(5) | f(x) |. 

证 明 (1) 当 a = 0 时 , af (x) 是 常数 函数 ,因而 是 连续 函数 ,所 以 是 可 测 函 
数 . 当 a 关 0 时 ,对 任何 实数 c， 

E[f>5], aa>0i 
E[af > c] 一 
ELf 一 二 J， a< 0. 

是 可 测 集 , 所 以 af 是 已 上 的 可 测 函 数 . 

(2) 对 任意 的 实数 a , g(x) 十 a 是 可 测 函 数 , 这 是 因为 对 任意 的 实数 c ， 

E[g+a>c]= Elg>c—al. 

由 & 是 可 测 函 数 , E[Lg > c 一 cj] 是 可 测 集 ,因而 g(x) 十 a 是 可 测 范 数 . 

这 样 , 对 任意 的 实数 ae，ELF+g>>dj=ELF> 一 5g 十 ao,g 是 可 测 函 数 ,由 
(1) 有 一 g 是 可 测 函 数 , 由 上 面 说 明 一 g 十 a 是 可 测 函 数 , 由 引 理 1 有 ELF+g>>a]j 
是 可 测 集 ,因此 f(x) 十 g(x) 是 上 上 的 可 测 函 数 . 

(3) 先 证 f(x) 是 上 的 可 测 函 数 ,对 任意 的 实数 a ,有 
E[f >ValU EL[f <—va], 4 之 0; 
FE, a 二 0. 
因而 ELP > aj 是 可 测 集 ,所 以 (x) 在 EE 上 可 测 . 而 


Crzg(z) = [LCf+ g):—f—g’], 


ELf >o=1 
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所 以 由 (1),(2) 及 闫 可 测 知 f(x)g(zx) 是 天 上 的 可 测 函 数 . 
(4) 先 证 二 可 测 . 对 任意 的 实数 a ， 


Els< 过 jn [g>o],a> 0; 


| 二 ><]= E[g>o]UE[s< 二 aa < 0 


a 


Elg > 0j—E[lg=+%]j,a=0. 


是 可 测 集 , 所 以 二 是 可 测 函 数 ,而 L =/. 二 ,由 (3) 可 知 地 是 已 上 的 可 测 函数 . 


g 
(5) 对 任意 的 实数 a ， 
E[f > a UL[Lf<—al,a> 0; 
EL[L| f|>>aj= 
E, a<< 0. 
是 可 测 集 ,所 以 | f(r) | 是 EE 上 的 可 测 肾 数 . 
定义 4.1.3 设 ECR’" 是 可 测 集 , E,,E,,…,E, 是 EE 的 互 不 相交 的 可 测 子 


集 , 且 UE =E 多 C， ,C2 CC 是 常数 , 则 称 E 上 的 函数 y(x) =C. ( rE E, 9 i 一 
1,2,. ,mm ) 是 瑟 上 的 简单 函数 . 


显然 有 4(z) 一 Cx (x) .其 中 Xe (z) 是 E; 的 特征 函数 


例 4.1.6 可 测 集 ECR" 上 的 简单 函数 Jy(r) 是 可 测 函 数 . 
证 明 设 y(x) 是 ECR"* 上 的 简单 函数 , Jy(x) = C(x€E ,i=1,2,.…,m). 


一 个 E(l 声 i 之 m) 上 都 可 测 ,由 定理 4.1.2 的 (2), yz) 在 EU E; 上 可 测 . 
下 面 讨 论 可 测 函 数列 的 极限 运算 . 
定义 4.1.4 设 {f,(z)} 是 E 上 的 可 测 函 数列 . 任 取 zx。E€ 三 , 令 
M(xzxo) = sup {fi(xo), felxo) ,fi (xo) ,nn} 
m(xo) = inf (fi xo), falxo) so, fCxo) ,ne}. 
称 互 上 的 函数 M(Cz) 和 m(x) 分 别 为 {f, (7)}) 的 上 确 界 函数 和 下 确 界 函数 ， 
记 为 
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ATCz) = supf,(x) ,XEE, 


m(x) 一 in 人 (x) ,TEE., 
定理 4.1.5 万 上 可 测 函 数列 {f,(x)} 的 上 确 界 函数 M(xr) 和 下 确 界 函 数 
m(x) 都 是 可 测 函 数 . 
证 明 对 任意 的 实数 < ,由 于 


ELM > ca] =U, ELf, >aj， 


Etm <a] =U, ELf, <a]. 
所 以 ELM > a] 和 E[m <a] 都 是 可 测 集 ,因而 M(xr) 和 wm(x) 都 是 上 上 的 可 
测 函 数 . 
定理 4.1.6 设 { 刻 (z)} 是 巨 上 可 测 函 数列 , 则 FLr) = limf,(x) 和 G(x) 一 


limf, (7) 也 是 上 的 可 测 函 数 . 


如 果 limf《zx) == limf(x) = limf,(x) 二 f(x) , 则 极限 函数 f(x) 是 EE 上 的 


Nr 


可 测 函 数 . 


Nn— 7 


由 定理 4.1.5 可 知 {m, (x)} = {inff (x)} 是 可 测 澳 数列 ,因此 可 知 F(x) 一 
limf,(x) = sup{m,(x)} 是 EE 上 的 可 测 函 数 . 


Pr 


同 理 可 证 GCr) = limf,(x) 是 已 上 的 可 测 函 数 . 
设 f(x) 是 EE 上 的 实 函 数 , 令 
f(x),r € EL[/>0]; 
0, xzE€E[f<0]. 
0， rE ELf>0]; 
— f(r),r € ELf < 0]. 
则 f(x) 和 广 (x) 都 是 EE 上 的 非 负 函数 ,分 别称 为 f(x) 的 正 部 和 负 部 . 
显然 


F(x) 一 max (f(r),0) = | 


广 (Cr) 一 max (— f(x) ,0)} -1 


f(r)= /7 (rf (7x), 
| fCx) |= FF (7) (72). 
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当 f(x) 在 E 上 可 测 时 , fr (x) 和 广 (zx) 也 在 已 上 可 测 . 

在 实 变 函 数 中 ,经 常 遇 到 “几乎 处 处 ”的 概念 . 

定义 4.1.5 设 EE 是 可 测 集 , P(x) 是 一 个 和 E 中 的 点 x 有 关 的 命题 . 

如 果 除 了 五 的 一 个 零 测 度 集 外 卫 (z) 处 处 成 立 , 则 称 P(x) 在 EE 上 几乎 处 处 成 
立 . 记 为 P(x) a.e. 于 E. 

这 里 的 a.e. 是 英文 almost everywhere 的 缩写 . 

例 4.1.7 |tanyz1< 二 ceae. 于 R;[0,1] 上 的 Dirichlet 函数 DCz) 王 0 
a.e. 于 [0,1]. 

例 4.1.8 若 函 数列 {( 广 Cz)} 在 玉 上 满足 mE[Lf, 一 门 =0, 则 称 ( 户 (z)》 
在 三 上 几乎 处 处 收敛 于 JCz) , 记 作 limf, Cx) = f(x) a.e. 于 上. 

定理 4.1.7 设 f(x) 和 g(x) 都 是 定义 在 可 测 集 E 上 的 函数 .车 f(x) 在 E 上 
可 测 , 且 /= 二 ga.e. 于 E, 则 g(x) 也 在 上 可 测 . 

证 明 设 A=E[f 关 g], 则 mA = 0 .由 定理 4.1.2 的 (1) 可 知 f(z) 在 E 一 
A 上 可 测 . 而 在 E 一 A 上 g(7) = f(x) ,所 以 g(x) 在 EF 一 A 上 可 测 . 因为 mA 一 0， 
由 例 4.1.4 可知 g(x) 在 A 上 可 测 . 又 由 定理 4.1.2 的 (2) 可 知 g(z) 在 E=(E 一 
A) U A 上 可 测 . 


4.2 ”上 叶 果 洛 夫 " 定 理 


在 数学 分 析 中 ,我 们 知道 如 果 一 个 函数 列 {了 ,} 在 [a,5] 上 一 致 收敛 于 三 , 那 
么 {所} 在 [a,b] 上 每 一 点 都 收 化 于 ,反之 不 然 ;现在 我 们 也 能 知道 如 果 一 个 函 
数列 (f,) 在 EE 上 每 一 点 都 收敛 于 函数 了 , 则 我 们 可 以 说 {f} 在 E 上 几乎 处 处 收 
钙 于 了, 但 反之 不 然 . 从 定义 我 们 已 经 知道 {f,) 在 EE 上 每 一 点 都 收 合 于 f 和 {ff,} 
在 EE 上 几乎 处 处 收 僵 于 了 的 关系 ,然而 ,到 现在 我 们 还 不 清楚 {Jf,) 在 E 上 几乎 处 
处 收敛 于 f(z) 或 者 {f,) 在 下 上 每 一 点 都 收敛 于 了 与 {f,} 在 E 上 一 致 收敛 于 / 
的 关系 . 


@ ”ErOPOB. 英 文 Egoroff,1869 一 1931, 俄 国 数学 家 . 
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在 数学 分 析 中 ,我 们 也 经 常 遇 到 这 样 的 问题 :一 个 函数 列 尽 管 在 给 定 的 区 间 上 
不 一 致 收敛 ,但 只 要 在 区 间 的 某 端 去 掉 一 个 长 度 大 于 零 但 可 以 任意 小 的 区 间 后 ,该 
函数 列 就 能 在 剩 下 的 区 间 上 一 致 收 伍 了 . 比如 , f,(x) = x” 在 [0,1] 上 不 一 致 收 
倒 . 但 是 只 要 从 [0,1] 的 右 端点 去 掉 任意 小 的 一 段 成 为 [0,1 一 6]00 二 5 二 1), 则 
{f,) 在 其 上 就 一 致 收敛 了 . 这 一 现象 具有 普遍 的 意义 , 叶 果 洛 夫 定 理 就 揭示 了 这 
个 规律 

定理 4. 2.1( 叶 果 洛 夫 定 理 ) 设 E 是 可 测 集 , mE 二 吕 ,f(x)(nE€ N+) 与 
f(x) 是 已 上 几乎 处 处 有 限 的 可 测 函 数 , 且 {f(x)} 在 EE 上 几乎 处 处 收敛 于 
f(z) .那么 ,对 任意 的 5 汪 >0 ,存在 子 集 ECCE ,使 函数 列 {f,(z)} 在 EE 上 一 致 收 
印 于 f(x), 且 m(E 一 E,) < 人. 


证 明 令 E' = ELI JI= co]UU EL|/,1= co] , 则 E* 是 零 测度 集 . 当 有 
必要 时 可 用 EE 一 E* 代替 瑟 ,所 以 在 证 明 中 不 妨 假定 每 个 f,(x)(n € N') 与 f(x) 
都 在 己 上 处 处 有 限 . 

对 任意 的 8 > 0 ,我 们 先 构 造 E 的 子 集 EE ,使 m(E 一 EE) 二 6, 然后 证 明 
{f(x)) 在 EE， 上 一 致 收 化 于 f(x)， 

设 e0, 令 EE, 二 Ele) = E[| 所 一 了 | 之 ej] , 则 当 xo€ limE, 时 , f(zo) 
一 上 ~ Fzo)( — 0). 

事实 上 ,由 JinE, 的 定义 ,车 zx。€ IimE, , 则 有 无 穷 多 个 E, 包含 x。, 即 有 正 整 
数 子 列 {mn ) ,使 x。€ E(k 一 1,2,…) .因此 

| fo (zx0)— f(xo) | 二 e， 
所 以 
f(x0) — /> fro) nn — 0). 


由 假设 f,(7x) 一 f(z)a.e. 于 EF, 所 以 m(JimE,) = 0. 记 Fi.(e) 一 UE,(e) 


(4 一 1,2,…) , 则 {F, } 是 单调 减少 集 列 , 且 mF, 一 m(U E,)<< mE < co ,由 定 
理 3.2.9, 有 

limmF = m(limF) 一 mn FO= m(N UE,)- mlimE) —0, 
所 以 对 任意 的 7>0 ,有 kEN' ,使 mFi(e) < 二 yy. 
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特别 的 ,对 任意 的 8 > 0 以 及 正 整数 , 取 e 一 亏 ,1= 立 ,那么 , 必 有 人 使 
1 人 
mF (57) < 2r ;从 而 


m(U Fi,())< Dmp, 二) < > 8 . 

设 S=U Fe ( 芳 ) , 忆 一 E 一 S, 则 m(E 一 E,) 一 mS <<3. 往 证 ( 刻 (z)} 在 
E; 上 一 致 收敛 于 f(x) .事实 上 , 当 xz € EE, 时 , x € S , 即 对 任意 的 r€ N+! ,xr€ 
Fe (去 ) , 即 当 n 之 如 时 ,z EE 一 E[| 亡 一 让 > 去 ] ,此 即 当 n 之 hz EE 
时 ,有 

| f(z) 一 f(x) |< 让 一 0(r 一 0)， 


并 且 &, 只 与 r ,8 有 关 , 与 + € Es 无关 ,因而 {f,(x)} 在 E, 上 一 致 收敛 于 f(x). 
定理 得 证 . 
注 1: 定 理 中 条 件 mE < 过 co 是 不 能 去 掉 的 . 
例如 , 设 巨 二 (0,oo) ,在 已 上 构造 函数 列 
六 cn = 上 rE (0,n); 1 .2 
0, x € [noo)， 
那么 ,对 任意 的 工 后 已 一 (0,oo) ,有 充分 大 的 NE N+ ,使 得 工 E (0,N,) ,于 
是 当 n 之 Ne 时, f,(Xx) 二 1 ,因此 
limf(z) = f(7) =10<7r<%). 
取 8 一 1 , 则 对 任何 可 测 集 ECE, 若 m(E 一 E) 过 6 , 则 在 EE 上 {《f,(x)} 不 
可 能 一 致 收敛 于 f(x) 二 1 .事实 上 ,由 于 m(E 一 E;) 二 6 二 1 ,所 以 maPEy 一 co ,于 


是 集 EE 无界 . 取 = 序 ,对 任意 的 正 整数 N ,存在 n 二 N 十 1 和 xz。>N+1 且 
Xo EE;. 则 
| fz) — f(r) |=|10—1|=1>6. 


所 以 在 EE 上 {f,(z)} 不 一 致 收敛 于 f(x). 
注 2: 定 理 中 的 EE 与 6 有 关 . 定理 结论 中 的 “对 任意 的 6 汪 > 0 ”不 能 改 成 “对 于 
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6 二 0”, 即 在 mE < 二 co 时 ,从 f, 一 fa.e. 于 忆 不 一 定 能 推出 存在 子 集 EE。C 己 EE, 使 
得 {f,(x)}) 在 E。 上 一 致 收 全 于 f(x) ,而 m(E 一 E。) 一 0. 

例如 , 设 巨 二 (0,1) , f(z) 二 xz”(XEE,n 一 1,2,… ), 则 对 任意 的 EE， 
limf,(z) 一 f(x) 二 0. 对 任 一 满足 m(E 一 E。) 一 0 的 CE ,存在 


x, € 1 一 十 ,1) NN En = 1,2,.),， 


于 是 x, 把 EE 有 81 二 <r<l ,所 以 


fr) = 1) >» lino0), 
n e 


即 limf,《x,) 天 0 ,这 说 明 在 E。 上 {f(z)) 不 一 致 收效 于 f(z) 二 0. 

由 叶 果 洛 夫 定 理 的 结果 ,我 们 引进 如 下 概念 : 

定义 4.2.1 设 f,f,(nE€ N+) 是 可 测 集 E 上 几乎 处 处 有 限 的 可 测 哺 数 .如 
果 对 任意 的 6 > 0 , 恒 存 在 EE 的 可 测 子 集 E, ,使 得 ml(E 一 E) <3 ,而 在 Es。 上 
{f(z)) 一 致 收敛 于 f(x) , 则 称 函 数列 ( 户 (z)) 在 巨 上 近 一 致 收 伍 于 f(x). 

叶 果 洛 夫 定理 的 道 定理 也 是 成 立 的 ， 

定理 4.2.2 设 可 测 集 EE 上 可 测 函 数列 { 户 (z)} 近 一 致 收敛 于 /zxz)，, 则 
{f(z)} 在 五 上 几乎 处 处 收敛 于 f(x). 

证 明 ”因为 {f,《x)} 在 已 上 近 一 致 收 伍 于 FGz) ,所 以 对 任意 的 正 整 数 ”, 存 


在 可 测 集 E, 和 下 ,使 m(E 一 已 ) 一 二 ,而 在 下 ,上 {f(x)) 一 致 收敛 于 f(z) . 令 
E, = 了 0 (下 一 已 ) , 则 
E,。 CE—E,,n= 1,2,.: ?9 
mEo < m(E—E,) <T,n=— 1,2,… ， 
所 以 mE。 二 0. 


对 任意 的 z€ E 一 E, 一 下 一 站 (E 一 E,) 一 UE, ,存在 某 kE NT ,使 rEE， 
而 在 E。 上 {f,(x)} 一 致 收敛 于 f(x) ,所 以 limf,(z) = f(z) ,所 以 对 每 一 个 
XEE 一 EE ,极限 limf, Cx) 二 f(x) 存在 ,而 mL[E 一 (E 一 Eo)] = mE。 二 0. 
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因此 limf(x) 二 f(x) a.e. 于 EE. 定 理 得 证 . 
4.3 可 测 冰 数 的 结构 


在 本 节 ,我 们 讨论 可 测 函 数 与 简单 函数 的 关系 .可 测 函 数 与 连续 函数 的 关系 ， 
得 到 用 简单 函数 列 通 近 可 测 函数 的 定理 和 用 连续 函数 刻画 可 测 函 数 的 重金" 
(JIY3HH) 定 理 ， 


1. 可 测 函 数 与 简单 函数 


我 们 知道 简单 函数 是 可 测 函 数 , 由 定理 4.1.6 可 知 简单 函数 列 {g, (zx)} 的 极 
限 函 数 f(z) 二 limg(z) 是 可 测 函数 . 我们 要 问 ,一 个 可 测 函数 能 否 表 示 成 一 个 简 
单 函数 列 的 极限 函数 呢 ? 回答 是 肯定 的 . 

定理 4. 3.1( 可 测 函 数 与 简单 函数 的 关系 ) 设 F(z) 是 巨 上 的 可 测 函 数 , 则 
f(z) 可 以 表示 成 一 列 简单 函数 {gp, (x)) 的 极限 函数 , 即 f(x) = limg, (zx). 而 且 还 
可 以 做 到 

| wz) | 委 | gn) | S| p77) | 委 ……. 

证 明 (1) f(x) 之 0 情形. 

设 [ 杞 表示 不 大 于 :的 最 大 整数 , 则 当 1 宇 0 时 ,有 某 个 EN ,使 0 委 & 委 上 < 
& 十 1 ,这 样 2[2] = 2k < [24]. 


当 1 宇 0 时 , 令 yj, (2) 一 n= 1,2,., 


往 证 g() 具有 如 下 性 质 : 
pl Ep 一 1 2) 
(iD limg, (2) =1. 
事实 上 ,车 :二 n, 则 


OO JIy3HH, 英 文 Lusin,1883 一 1950, 俄 国 数学 家 . 
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如 n 1 十 1 
f(t) = [2 = 2 < 下 ] = yt) 
若 n < 委 t < 了 2 十 1 , 则 
2+1 1 十 1 
bn; 


若 上 之 ?十 1 , 则 
ht) = nn 二 l= g(t). 
(i) 得 证 . 
如 果 t = 十 ce , 则 yp,(2) = 二 =n 一 no); 
如 果 0 委 上 < 十 co ,那么 存在 正 整 数 N ,使 得 N > 上 ,从 而 当 ” 之 六 时 ， 


| 友 ( 一 上 | 一 | 


=- | 地 后 玫 |< 去 > 0(n -~ co) ， 


所 以 limw (2) = 1 . (ii) 得 证 . 
令 


pa (1) = pf 7)) 


k 和 一 21 ， 
-人 当 re E[ 甸 < |**=0,1, Nn。2 日 
n, 当 zr € ELf 之 nn]. 


由 于 f(x) 之 0 ,由 几 的 定义 可 知 g(x) 为 E 上 的 简单 函数 , 且 由 几 的 性 质 (i) 
与 i) 有 porn(z) gn (xr) (n= 1,2,.) 及 limg, (x) = limy, (fr) = fx). 

(2) 一 般 情形 . 

对 于 一 般 的 可 测 函 数 f(x) ,f(r)= 广 (zx) 一 广 (zx). 

因为 六 (x) 和 广 (zx) 是 E 上 的 非 负 可 测 函 数 , 由 (1) 可 知 存在 非 负 递 增 简单 
函数 列 {gi (x)) 和 {gx (x)} ,使 limyr (x) 一 广 (z)， limg; (z) 一 广 (z) . 显然 有 
E[yt > 0 CELfF>0], Ely >0CEfF>0]. 

因为 E[f>>0] NE[ 广 >0] = 6@ ,所 以 ELg! >>0] 站 Ely; >>0]== 信 . 因 
此 gt (xz) 和 gi (zx) 可 以 作为 某 个 函数 的 正 部 和 负 部 . 设 p(x) = gi (Xz) 一 gr (7X)， 
则 w(z) 是 巨 上 的 简单 函数 , 且 对 一 切 正 整 数 =, 有 
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| oz) [= G7) Gr) 委 和 ICz) gn (rz) 一 | p(x) 1, 
ljimgu(z) = limgi (7) — limgi (7) 一 方 (z) 一 广 (z) = f(z), 
定理 得 证 . 
2. 可 测 函 数 与 连续 落 数 
定理 4. 3. 2 鲁 金 定理 设 f(x) 是 E 上 几乎 处 处 有 限 的 可 测 隙 数 , 则 对 任意 的 
6 守 0 ,存在 闭 集 FCCE ,使 m(E 一 F,) 二 6 ,而 f(x) 在 FF。 上 连续 . 
证 明 (1) f(zx) 是 简单 函数 的 情形 . 
设 E 一 U E; ,各 E; 是 互 不 相交 的 可 测 集 , 当 z E E; 时, f(x) = CiG 一 1， 
2，……，7) 。 对 于 8 二 0 ,由 于 E,(i 一 1 2,… 7) 是 可 测 集 ,存在 闭 集 F. C E, ,使 得 
m(E;— F.) < = 1,2,.,n. 


令 F; =U 天 ， 则 是 闭 集 , 旦 
m(E—F,) =—m(U E:—U F.) 


魏 m(U (E; 一下)) 


往 证 f(x) 在 Ff 上 连续 .事实 上 , 任 取 x。E€ F; ,存在 1 二 NN ,使 x,EF， 
由 各 F; 互 不 相交 , 则 mm EW Fi .而 ,WF 是 闭 集 , 所 以 zx。€ CCW FD) 且 CCY 
已 ) 是 开 集 ,因此 有 z 的 邻 域 UCzo) 使 UCzo) CCCU FD . 即 Uz) NY 已 一 
信 ,从 而 

UCz) N Fs — UG) N (CU F)= UG) NF. 

所 以 , 当 xz EU(zo) 站 Re 时 ,有 

1 f(D — f(x) |=|C, —C, |<e. 
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因而 f(zx) 在 x。o 连续. 由 x。E€ F 是 任意 的 ， f(x) 在 F; 上 上 连续. 
(2) f(x) 是 一 般 可 测 范 数 的 情形 . 
(DmE 一 co . 


设 f(x) 是 下 上 的 可 测 函 数 , 则 由 定理 4. 3. 1 有 简单 函数 列 (mw(z)} 使 
limg, (x) = f(z). 


由 Egoroff 定理 ,对 任意 的 3 之 0 ,存在 可 测 子 集 E; CE ,使 {g,(zx)} 在 EE 
上 一 致 收 合 于 f(x) , 且 m(E 一 Ei) 二 . 


又 因为 存在 闭 集 F, CC Es ,使 m(E? 一 F) 一 ,所 以 


ml(E—F)= m((E— Er)U (Es 一 下 )) 
<mE—E)+m(E — PF,) 
6 
二 了: 
由 F, CE ;可 知 {9 CX)} 在 F, 上 也 一 致 收敛 于 f(x) » 
由 于 每 个 gi: (xT) 也 是 Fr 上 的 可 测 函 数 , 由 情形 (1) 可 知 , 存 在 闭 集 F,ChF ,使 


gw(z) 在 Fl 上 连续 ,上 且 m(Fs 一 Fi) < 于 (i 一 1,2,…). 


令 下 一 站 F; , 则 F 是 闭 集 , 且 Fs C F,. 


由 Fo 一 Fs 一 Fs 一 站 F; 一 U (F, 一 Fi) ,有 


因为 {gr (XT)} 在 闭 集 Fs; 上 一 致 收敛 于 f(z) , 且 每 个 Po CT) 在 下 5 上 连续 , 则 
极限 函数 f(z) 在 Ff, 上 连续 ,并 且 


m(E—F) mE~—F,)+m(F,— Fs) 


9 .5 
所 了 十 了 
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一 和， 
(ii) mE = co . 
设 S; 为 R" 中 开 球 S(0,i) , 当 ;i 一 0 时 ,So = 人 
邻 EE 二 (S; 一 Si1) 站 EG==1,2,…) ,那么 S; 一 Si (i 二 1,2,…) 是 R" 中 互 


不 相交 的 左 闭 右 开 的 区 域 , 且 E, 是 有 界 集 , mE; < co (i 一 1,2,…). E 一 UE,. 
由 个 知 存在 闭 子 集 FC E, ,使 得 f(x) 在 Fi; 上 连续 且 


m(Ei— Fs) <6 =— (i 1,2,.). 
;一 UF, , 则 FC E, f(z) 在 已 上 连续 , 且 
m(E—F) —m(E—U F,) 

=m(U E.—U F,) 

Sm(U (E,—F,)) 


二 m(E;— Fs) 


) 冯 
2; 


人 
~ 4, 


往 证 F 是 闭 集 . 任 取 ze E FF , 则 xz。E R" ,有 了 唯一 的 k&EN ,使 zeE Se 一 

Sii(k 之 1) .因为 

Fi CS 一 Si 

Fs CS 一 Se (k>1HH); 

Fi, C Se 一 St . 
又 由 于 各 个 (S 一 Se1)(k 二 1,2,…) 互 不 相交 , 则 x。E€ Fs 且 xo。€ Fi ，. 因 为 
F。， 是 闭 集 , x。 不 是 Fa， 的 聚 点 ,所 以 有 zo 的 某 邻 域 U(xzo) ,使 Ui (xo) 间 
F;,, 一 人 7, 辣 理 有 zx。 的 某 邻 域 U:(zo) ,使 Us(zo) 站 Fi 一 个. 取 UGCro) CC 
Ui(zo) 站 Us(zo) ( 且 使 UCxo) 的 半径 小 于 1), 则 UCzx0) Fi, = ,U(xzo) 站 
F ,二 人 7 ,并且 当 i 关 k& 时 ,U(xo) | Fs = . 
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因为 Xo EE 下 ,所 以 存在 点 列 {x;} C F; NN U(xo) ,使 Xi — Xo(] —> co) ,而 


一 UF. 由 以 上 分 析 , 当 i 关 & 时 ,UCzo) | Fs 一 名 ,所 以 {z) CF，zo 是 
F; 的 聚 点 . 而 Fs 是 闭 集 , 所 以 xz。E€ Fs CF .这样 F'; CF ,下 ;是 闭 集 . 综 上 ， 
定理 得 证 . 

鲁 金 定理 还 有 另外 一 种 表达 方式 ,这 种 形式 的 鲁 金 定理 会 经 常用 到 . 

定理 4.3.3 设 f(z) 是 ECR 上 的 几乎 处 处 有 限 的 可 测 函 数 , 则 对 任意 的 
6 二 0, 存 在 闭 集 下 CE 和 在 R 上 的 连续 函数 g(x) ,使 得 m(E 一 F) < , 且 对 任何 
TEF,g(rx) = f(x) ,并 且 有 supg(z) 一 supf (x) ， infg(z) 一 inff (x) . 

证 明 由 重金 定理 (定理 4. 3.2), 存 在 闭 集 下 CE, 使 f(x) 在 下 上 连续 且 
m(E—F)<5. 

以 下 将 闭 集 下 上 的 连续 函数 f(z) 延 拓 成 R 上 的 连续 也 数 . 

由 于 下 是 闭 集 ,所 以 下 是 从 直线 上 挖 掉 至 多 可 数 个 互 不 相交 的 开 区 间 (a; ,6.) 
所 得 到 的 集 .将 f(x) 在 直线 上 挖 掉 的 各 个 开 区 间 (a;,6;) 上 按 如 下 方式 保持 线性 
连续 地 延 拓 为 g(x). 


fx), zE Fi 
C1) fla) + Pe Lz a), TE (ai,bi) ai,b; 是 有 限 的 ; 
8g8“X) 二 ' : 
flai), XE (ai,bi),b; 一 十 coj 
f(b;), XE (aiybi) sya; 一 一 co， 


这 样 g(x) 是 R 上 的 连续 函数 , 且 满 足 当 x € 下 时 g (zx) = f(x). 

在 各 个 (aj;,b) 上 , sup g(z) 一 max (f(a) Fo)) ,inf g(x) = min (f(a;), 
f(5)) ,从 而 sup&(z) 一 supf (7) ， infg(z) 一 inff (z) .定理 得 证 . 

鲁 金 定理 的 逆 定 理 是 成 立 的 ,也 就 是 鲁 金 定理 所 述 结论 还 是 使 函数 成 为 可 测 
的 一 个 充分 条 件 ,这 个 条 件 可 以 作为 可 测 函 数 的 定义 . 

定理 4.3.40 设 f(x) 是 可 测 集 已 上 的 几乎 处 处 有 限 的 函数 , 若 对 任意 的 
6 二 0, 总 有 闭 集 F, CE ,使 f(x) 在 F 上 连续 ,上 且 m(E 一 F;) <<6, 则 f(zx) 是 E 上 


Q@ 重金 定理 的 逆 定 理 ， 
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的 可 测 函 数 . 
证 明 ”对 任意 的 n € N* ,存在 闭 集 F, CE ,使 f(x) 在 F, 上 连续 , 目 m(E 一 


F,) 一 工 . 
nn 


设 下 一 UF, , 则 下 是 可 测 集 ,; 且 EE 一 F CE 一 Fn 一 1,2,…) ,所 以 
m(E—F)<m(E- Fo- ,an 一 1,2，… . 


因此 m(E 一 F) = 二 0,E 一 是 零 测度 集 , 则 f(x) 在 E 一 F 上 可 测 . 由 于 E= 
(E 一 F) UF , 故 只 须 证 明 f(x) 在 下 上 可 测 . 


事实 上 ,对 任意 的 实数 a。, F[f >a] 一 UF,[f>>a] ,对 于 任意 的 x€ N+ ,由 
于 f(z) 在 FF, 上 连续 ,所 以 f(x) 在 已 上 可 测 . 


所 以 F,[f > 四 (Ca 二 1,2,…) 是 可 测 集 .因此 F[f>>a] 一 UF,[/>>a] 是 可 
测 集 , 这 样 f(z) 在 上 可 测 . 因而 f(z) 在 巨 上 可 测 . 定理 得 证 . 


4.4 依 测 度 收 敛 


定义 4.4.1 设 f 和 f,(n € N') 都 是 可 测 集 EE 上 的 几乎 处 处 有 限 的 可 测 函 

数 . 若 对 任意 的 c 之 0 ,有 
limmEL | 玉 一 丰产 oj=0， 
则 称 函 数列 {f,} 在 E 上 依 测 度 收敛 于 了, 记 为 
f/f. 

因为 点 集 的 测度 是 一 个 非 负数 ,所 以 测度 收敛 是 数列 的 收敛 . 用 “e 一 N ”方式 
表述 ,就 是 : 设 / , f,(n € N+) 都 是 可 测 集 玉 上 的 几乎 处 处 有 限 的 可 测 函 数 . 若 对 
任意 的 o 汪 0 和 se > 0 ,存在 正 整数 N(e,o) ,使 当 n 之 N(e,o) 时 ,有 

mE[L| f.— /flo <e, 

则 称 函 数列 {f,} 在 E 上 依 测度 收敛 于 了. 

在 一 般 情况 下 ,从 函数 列 {f,) 测度 收敛 未 必 能 推出 几乎 处 处 收敛 ,反之 亦 然 . 

例 4.4.1 测度 收敛 而 处 处 不 收敛 的 函数 列 . 
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取 互 一 (0,1] ,将 EE 二 等 分 ,定义 两 个 函数 ; 


el 
f° (x) 一 
0, zxE€ (去 ,1 
0, rE€ (0 雯 ]; 
fi (zx) = 


然后 将 (0,1] 四 等 分 、 八 等 分 等 等 . 一般 地 ,对 每 个 nm, 将 (0,1] 2" 等 分 , 作 2 
个 函数 : 


fi? = | | j = 1,2,. 2". 
o ze (全 站] 
把 {fi? |n==1,2,…;j 二 1,2,…,2") 先 按 n ,后 按 7 的 顺序 逐个 地 排 成 一 列 : 
ffi», 人 名 (4.4.1) 


在 这 个 函数 列 中 是 第 N 一 2 十 2 十 … 十 2 十 7 一 2 一 2 十 ) 个 函数 . 
往 证 这 个 函数 列 是 依 测度 收敛 于 零 的 .事实 上 ,对 任意 的 c 之 0,， ELI f/f” 一 


0 | 之 中] 或 者 是 空 集 (o > 1) ,或 者 是 (! 二 ,去 ](0 < 入 D .所 以 


m(E[| Am 一 0 [> 由) 入 六 


由 于 当 六 一 2 一 2 十 ) 一 co 时 , 必 有 7 一 ceo， 所 以 
limm(E[L| fw ~—0|>0])=limm( EL 一 0| 宇 oe])) =0， 


即 Fm" 一 >0. 
再 证 函数 列 (4. 4.1) 在 (0,1] 上 的 任何 一 点 都 不 收敛 . 


事实 上 ,对 任何 点 x。E€ (0,1] ,不 论 n 多 么 大 ,总 存在 j ,使 ro E ( 去 直 | ， 


2" 
因而 ffi” (xo) 二 1 ,而 fn (zo) 一 0. 就 是 说 ,对 任何 Xo E€ (0,1] ,在 {fy” (xo)} 中 
必 有 两 个 子 列 , 一 个 恒 为 1, 另 一 个 恒 为 0, 所 以 序列 {f;”(xo)} 不 收敛 . 由 于 xo。 E 


第 4 章 可 测 阔 数 。 101 。 


(0,1] 是 任意 的 ,所 以 序列 4.4.1 在 (0,1] 上 任何 点 都 不 收敛 . 
例 4.4.2 几乎 处 处 收敛 而 不 依 测度 收敛 的 函数 列 . 
取 互 = (0, 十 co) , 作 函 数列 


1l, XxXE (0,n); 
fr(7x) = 1 一 1，2,…. 
0， TE [noo). 


对 任何 x E 三 ,存在 "EN ,使 n 二 工 , 则 ,fri,… 都 是 1. 因而 lim 
f(r) =l1 ,rELE. 

然而 当 取 0 过 co 过 1 时 , EL| 所 一 1 | 写 oj 二 [ny 十 0) ,而 mm, 十 ce) 一 co， 
nn 二 1,2, ,所 以 

limmE[| f—1| 宛 oj] = ~(0<o<D). 

因而 {f,) 不 依 测度 收敛 于 1. 

尽管 在 一 般 情况 下 ,对 于 几乎 处 处 收敛 和 依 测 度 收 敛 , 其 中 一 种 收敛 不 能 蕴涵 
另 一 种 收敛 ,但 是 它们 还 是 有 密切 联系 的 , 当 限 制 条 件 时 ,它们 之 间 的 某 种 联系 其 
至 是 很 深刻 的 . 下面 的 两 个 定理 反映 出 了 它们 之 间 的 联系 . 

定理 4. 4. 1(Riesz) 0 定理 ” 设 可 测 函 数列 {f,} 在 E 上 依 测 度 收敛 于 函数 ， 
则 存在 子 列 {了 } 几乎 处 处 收敛 于 了 . 


证 明 对 任何 正 整数 i , 取 e, 一 十 ,om 一 填 ,由 _f, 一 >/ ,存在 正 整数 ,使 
mE| | 户 一 / lz 六 | 六 (i 一 1,2,…) ,而 且 能 做 到 使 之 no 过 …. 
为 叙述 方便 , 记 EE 一 E[1 f, 一 f 1 之 玄 ]. 令 一 作 (E 一 EE) ,由 于 
E—E,= E|| fs 一 fl< 译 | ， 
所 以 
RF = 可 1 六 一 7 [< | 


往 证 {ff} 在 FiCk = 1,2,.) 上 收敛 于 f. 若 注 和 F ; 则 当 i 之 上 时 ,有 


@ 黎 斯 (F. Riesz,1880 一 1956) ,匈牙利 数学 家 ， 
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1f, 一 /< 计 . 对 任意 的 es> 0 ,存在 i 使 遍 < , 取 N = max (kz} , 则 当 i 之 N 


时 ,有 | Fu (z) 一 F(z) |<e ,所 以 户 (Cz) -Faz)Gi-> co) ,又 令 下 一 局 已 , 则 在 
下 上 {f/f,}) 收敛 于 三 . 
以 下 证 明 m(E 一 F) 一 0， 


天 


| 
1 8 
外 

| 
局 


wr. 


| 
Ts 


| (E—N (GE 一 已 )) 


(E—(E—E.)) 


ll 
| EE: 
iCs IC 
名 


上 
局 


了 


对 任何 &E NT ,有 limE CU E, ,所 以 对 任何 & E N+ ,有 
m(E—F)= m(limE,) 


因此 m(E 一 F)=0. 
综 上 , {f,} 在 E 上 几乎 处 处 收敛 于 了 ,定理 得 证 . 
定理 4. 4. 2 (Lebesgue) 设 mE 二 品 ,，f 和 f,(n = 1,2,*…) 都 是 巨 上 几乎 处 


处 有 限 的 可 测 函 数 . 且 f, > fa.e. 于 EE ,那么 f, 一 >f. 
证 明 ”对 任意 的 o > 0 ,为 叙述 方便 , 记 
E,(o) = E[| 六 一 上 | 宇 oj ,n= 1,2,.. 


对 每 个 iE N+ , 令 F(o) =UE,(0) =UE[| ff | 之 oj. 
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令 E = ELlf,— fj,A= El|f|=+%],A,= EL[L|/f,|=+ oj. 
E,—AU (U AVU (E-E) 
则 
mEo < mA++ DmA,+m(E—E)=0, 
力 汪 】 
所 以 mE, 二 0. 
往 证 站 Fi(o) CE. 
事实 上 , 任 取 To E E, ; 则 : fCxo) Cn 一 1, 2，…) 和 flxo) 都 是 有 限 实数 ,有 是 
lim f, (xo ) 一 flxo) » 
所 以 对 任意 的 so 二 0 ,存在 io , 当 n 之 io 时 ,有 | f(xo)— f(xo) |<o 多 
因此 z。 E Fu (o) ,所 以 x。 En Fi(o) ,这 样 NN Fi(@) C E,. 
由 F,(o) 的 定义 ,有 
Fnlo) = UE,(o) CUE,(0) = Fi(0),i= 1,2,.%, 
因而 {F;(o)} 是 单调 减少 的 可 测 集 列 ,并且 mFi(o) 委 mE < %. 
由 定理 3. 2.9, 有 
limm( U E,(0) ) 一 limmF,(a) 
= m(limF, (a)) 
= m(N Fo)) 
< mE, 
二 0， 
而 对 任何 上 E NT ,Eslo) CU Elo) ,所 以 mE4(o) 人 <m(U Eo)) , 令 k 一 
co ,有 
因此 f, 一 .定理 得 证 . 
注 :(1) 本 定理 的 条 件 mE 二 co 是 必 不 可 少 的 , 见 例 4.4. 2. 
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(2) 本 定理 说 明 , 在 mE 二 co 的 条 件 下 , 依 测度 收 伍 弱 于 a.e. 收效 . 
下 面 的 定理 说 明 , 依 测度 收敛 的 极限 隆 数 在 忽略 不 计 一 个 零 测度 集 上 的 函数 
值 的 意义 下 是 唯一 的 . 


定理 4.4.3 设 放 (z) 一 =- fC7) ,f(x) 一 =g(Cz) , 则 f(x) = g(x) ae 
于 EE. 

证 明 因为 | Fr) 一 g&(Cz)1 委 | Jrzr) 一 请 Cz)| 十 | (zz) 一 5g(z)|1( 一 1,2,…)， 
所 以 对 任何 2 EN ,有 


BE| 17 一 5 |>> 闷 二 jcE[17 一 fi | 汪汪 去 |U E[1f.— 8 | 之 玄 ] ， 


mE[1 /gl 之 广 |< 1 六 |> 二 HE[1A-el> 赵 ]. 
|= 0 ,而 


| ， 


EL[/ zg]—UE 
从 而 


[ea 
[sa 


mE[f #8g]—m(U El1f-gl>]) 


< DmE[| /el>3] 
一 0 
于 是 f(x) = g(x) a.e. 于 E. 
例 4.4.3 设 ECR, f(z) 是 EE 上 的 几乎 处 处 有 限 的 可 测 函 数 , 则 存在 R 上 
的 连续 函数 列 (gt} ,使 得 limgs(x) 一 f(x)a.e. 于 EE. 
证 明 因为 /(z) 在 EE 上 可 测 , 由 和 鲁 金 定理 可 知 ,对 任何 正 整 数 n ,存在 E 的 


闭 子 集 E, ,使 得 m(E 一 E,) < 二 ,同时 存在 RR 上 的 连续 w (z) ,使 得 当 xe E, 时 ， 
有 w(z) 二 f(x) .所 以 对 任意 的 o 二 0， EL[L| 人 | 宇 oj CE 一 E, 成立, 所 以 


mE[| f—oy, |>o<m(E—E,)<— no ,2 ， 


第 4 章 可 测 冰 数 。 105 。 


因而 
于 是 w 一 -了 . 

由 F. Riesz 定理 ,存在 (9, ) 的 子 列 (gp, )} ,使 limg, (Xz) 二 f(x)a.e. 于 五 . 记 
pw (z) 一 ge(z)， 则 命题 得 证 . 


习 题 


1. 证 明 f(x) 在 E 上 可 测 的 充 要 条 件 是 对 任何 有 理 数 r , ELf 汪 rr] 是 可 测 集 . 
2. 设 M 是 区 间 [0,1] 上 的 一 个 不 可 测 子 集 , 定 义 
1 TX € M; 
f(z) = 
一 并 ZE [0,1] 一 AM. 
问 f(x) 在 [0,1] 上 是 否 可 测 ? |f| 在 [0,1] 上 是 否 可 测 ? 


3. 若 f, 一 > / ,证 明 对 于 (f,} 的 任何 子 列 { 六 } 都 有 f, 一 ff. 


4. 设 f,g 和 f 1,f,,…,f,,… 都 是 E 上 几乎 处 处 有 限 的 可 测 函 数 . /, 一 >f 且 
fn=1,2,.…) ga.e. 于 E , 则 fga.e. 于 E. 

5. 设 F(z) 是 定义 在 及 上 的 实 值 函 数 , 那 么 /(x) 在 R 上 连续 的 充 要 条 件 是 ; 
对 R 上 的 任何 开 集 G , 广 '(G) 是 R 上 的 开 集 . 

6. 设 mE 二 oo ,车 {f,) 在 E 上 依 测度 收敛 于 了 ,而且 f, 二 ga.e. 于 E, 则 
{f,} 在 E 上 依 测度 收敛 于 g. 

7. 设 上 是 定义 在 可 测 集 已 上 的 实 值 函数 , 则 f 是 E 上 可 测 星 数 的 充 要 条 件 是 
对 任何 开 集 G ， 广 '(G) 是 可 测 集 . 

8. 设 F(z) 是 (一 co, 十 co) 上 的 连续 函数 ，g(z) 为 [ab 上 的 可 测 函 数 , 则 
fLg(x)] 是 可 测 函 数 . 

9. 设 三 和 户 , 户 …… 广 … ,都 是 可 测 集 EE 上 几乎 处 处 有 限 的 可 测 函 数 . 若 对 
任何 6 汪 0 ,存在 可 测 集 E CCE ,使 得 mE 二 6 , 且 在 FE 一 E。 上 {f;) 一 致 收敛 于 


f, 则 f, 一 >/. 
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10. 设 F(Cz) 是 R 上 的 可 测 两 数 , 且 在 某 个 点 避 处 连续 , 若 对 任意 的 避 , 关 ER， 
有 f(t 十 t2) = 二 ji) 十 /2) ,证 明 必 有 常数 c ,使 得 f(1) = 二 a. 

11. 设 f(x) 是 [a,6] 上 处 处 可 导 的 实 值 函数 .证 明 f(x) 是 [a,b] 上 的 可 测 
函数 . 

12. 设 mE < ,几乎 处 处 有 限 的 可 测 函 数列 {f(x))} 和 {g, (x )}， 
?一 1,2,…. 分 别 依 测度 收敛 于 f(z) 和 g(x) ,证 明 : 


(1) fig (rT) 一 > fr) gr); 
(2) fx) + gx) 一 > fr) + g(r); 
(3) min (fC7) ,gC7)} 一 =。 min (f(x) ,g(x)}; 


(4) max (fi, (x) ,g(r)} 一 = max {f(x) ,g(r)}., 
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第 5 章 勒 贝 格 积分 


到 现在 我 们 为 了 建立 勒 贝 格 积分 已 经 做 了 必要 的 准备 工作 ,我 们 有 了 可 测 集 、 
可 测 函 数 的 概念 和 理论 ,定义 Lebesgue 积分 的 条 件 已 经 成 熟 . 本 章 我 们 讨论 Lebe- 
sgue 积分 的 基本 内 容 . 


5.1 测度 有 限 集 上 有 界 可 测 消 数 的 积 


1. 有 界 可 测 函 数 积分 的 定义 


定义 5.1.1 设 ECR’,mE < 吕 ,f 是 定义 在 E 上 的 有 界 可 测 函 数 , 即 存在 
BER, 使 f(E) CC (Cas8) .车 Dia 二 4 二 4 二 … 二 4 二 B 是 [a,8] 的 任 一 分 点 
组 , 则 记 
8(D) = max (ls — Le) ,EB, = Ell < /<u]. 
对 任意 的 为 € [43,4], 作 和 式 


SCD) = SpmE,, 
称 SCD) 为 f 关 于 分 点 组 DD 的 一 个 和 数 . 
如 果 存 在 常数 A, 使 得 对 任意 的 se > 0, 总 有 >0, 当 任 意 分 点 组 D 满足 
6(D) 二 6 时 ,有 
| S(D)—Al|<=e. 
换 名 话说 ， ,im S(D) =A 时 , 则 称 f 在 E 上 是 Lebesgue 可 积 的 ,并 称 A 为 了 
在 已 上 的 Lebesgue 积分 , 记 作 


。 108 。 买 变 函 数 


4= | f(adm. 


有 时 为 了 简 使 也 记 为 A 一 | epar， 若 下 = [4,6], 则 记 有 A = | fC)az. 
当 f(x) 是 Riemann 可 积 函数 时 ,其 Riemann 积分 仍 沿用 数学 分 析 中 的 记 法 , 记 做 
| fendr. 

对 [a.8j 的 任意 分 点 组 D:a 二 4 二 4 过 … 过 4 二 pB,， 有 两 个 特殊 的 和 数 尤 其 
重要 : 


S(CD) 一 DmELl, 所 卫 委 1 ]， 


大 一 | 


SC(D) 一 > LaE[A < 了 过 4] 。 


称 SCD) 和 SCD) 分 别 为 f 关于 分 点 组 D 的 大 和 数 与 小 和 数 . 显然 对 于 了 的 
任 一 和 数 SCD), 有 SCD) 及 SCD) 和 SCD) . 

因此 ,极限 ,jim,S(CD) 存在 当 且 仅 当 lim SCD) 和 lim ,SCD) 都 存在 且 相 
等 . 

定理 5.1.1 设 ECR,mE 二 o,f 是 EE 上 的 有 界 可 测 孔 数 , 则 ff 在 E 上 
Lebesgue 可 积 . 

证 明 因为 f(x) 是 有 界 可 测 函 数 , 所 以 有 ,8E R, 使 f(E) CC Co,p) . 

设 S= sup{SCD)) ,S = inf{S(D))} . 即 S 是 对 (a,B) 的 所 有 分 点 组 DD 的 小 和 
的 上 确 界 , S 是 对 (a,8) 的 所 有 分 点 组 DD 的 大 和 的 下 确 界 . 

往 证 S= 5. 

首先 证 明 S 志 S. 设 D:h 过 4 过 之 4D ;Lo 之 人 之 … < 之 W,. 是 对 (a， 
B) 任意 的 两 个 分 点 组 , 则 S(D) 志 S,S(D) 宇 S. 

将 D 和 D’ 合 并 起 来 构成 一 个 新 的 分 点 组 , 记 为 D ,D 可 以 看 成 分 点 组 DD 中 
又 加 进 了 一 些 分 点 , 称 为 DD 的 一 个 加 细 . 假设 对 任意 的 &,lii 与 4 之 间 加 入 了 茶 些 
分 点 sro jp (把 和 和 4 算 在 内 ) 即 

l= = 
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SCD) = DimELl <f EU 
k=1 
n ti 
一 >) Di mEL[LL’,, ~ ff L;] 
kl i=j 
n jg 
委 >， DmELL; < ff 1;] 
k=1 i=j 
一 SCD ) 
< SD) 
na tj 
= > DEL < EI] 
大 一 1 i=} 
nm i 


< DmELl <f EU 
类 一 1 i=j 


= DlmE[l < fA 
k=1 


这 样 ,有 
SCD) < SSD’) < SD’) < SD,), 
同样 的 方法 ,有 
S(D’) < SSD) < SSD’) < SD). 
这 说 明 , 对 于 任 一 分 点 组 DD, 加 细 后 的 分 点 组 D”, 其 大 和 数 不 增 , 小 和 数 不 减 . 
且 由 
S(D) < SSD) < SSD"), 
SCD') < SSD) < SD), 
说 明 对 于 任意 一 个 分 点 组 的 小 和 数 不 超 过 其 他 任意 一 个 分 点 组 的 大 和 数 . 此 即 
sup{S(D)} < inf(SCD))， 


1 


再 证 明 S = S. 设 刀 为 任意 的 分 点 组 , 则 由 于 
SCD)<S<SSSD,), 
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这 样 对 任意 的 es 之 0 . 取 分 点 组 D* ,使 8(D" ) < 天， 则 0 过 5S 一 S 二 e. 由 于 


es 之 0 是 任意 的 ,有 S=S. 令 S=S=S, 往 证 lim S(D) = 5S. 注 意 到 


SCD) 一 0 


S(D) < SSD),SD) < sD) < SD), 


所 以 
S—S(D) < SD)— SSD) < dD) mE, 
S(D)—S< SD)— SD) 委 SCD)mE . 
因此 
| SC(D)—S |< SD)— SD) 过 SCD)mE . 
所 以 


lim S(D) = 5S, 


GD) 一 0 


即 f 在 E 上 Lebesgue 可 积 . 
注 ;本 定理 还 证 明了 f(x) 在 忆 上 Lebesgue 可 积 , 则 


| fr dr = sup{S(D)) = inf{S(D)). 
E D D 


例 5.1.1 考察 [0,1] 上 的 Dirichlet? 函数 DCz) . 


D(z) = X10,1] 是 有 理 数 ; 
0， x 和 [0,1] 是 无 理 数 . 


则 DCx) 在 [0,1]， 上 Lebesgue 可 积 , 且 | ,D(z)dr = 0 
0.1 


证 明  D([0,1]) = (0,1)C [一 1,2], 对 于 (一 1,2) 的 任 一 组 分 点 D: 一 1 一 
lo hi ,= 2. 


狄 利克 雷 (Dirichlet,1805 一 1859) ,德国 数字 家 . 
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当 8(D) = max {i 一 Lm} 一 0 时 ,0 和 1 不 能 在 同一 个 小 区 间 上 . 
设 0E€ (21,1,1 E (bj; 则 1 志 i < 之 j 志 4. 取 ww EE Li4,4j, 则 
| 六 | 一 | 六 一 0| 委 和 14 一 0 | 6D), 
因此 , 当 5(D) ->0 时 , ww 一 0. 而 EL[1 < DCz) 反 中 CQC 有 理 数 集 ), 所 以 
mE[L < Drz) <L]=0. 
当下 天 2i7 时 ,由 于 EL 过 D(z) 过 j= 23， 则 
ziFE[ < DCzr) hj]=0. 


因此 
S(D) = SpmELL, < DCz) 所 0 
一 ECL < DCz) 委 /十 IEL < DOz) <L] 
= pmE[Lli: < D(x) 委 1 
于 是 
,lim SD) = 一 ,lim mELL D(z) 过 l= 0, 
即 


D(x)dr = 0. 
[09,1] 


我 们 知道 D(x) 在 [0,1] 上 不 是 Riemann 可 积 的 ,所 以 Lebesgue 可 积 函 数 类 
比 Riemann 可 积 函 数 类 要 广 . 


2. 有 界 可 测 函 数 积分 的 性 质 


定理 $.1.2 设 ECR ,mE 一 co,FGz) 和 g(x) 都 是 上 的 有 界 可 测 函 数 ， 
则 


(1) 对 任意 的 a € R,| af Cdr 一 a| rcz)dz ; 


(2) 若 FE, ,°° EF, 是 EE 的 可 测 子 集 ， EF. | E, 一 (1 DE =U E,, 则 
| empdz = | fr) drt +|. zydz 


(3) | (fx) + gr) dr = | fendr+ | gC)dr ; 
E 
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(4) 当 f(x) g(r)a,e. FEN, | f(x)dr < | g (ndr. 
证 明 证 (2). 只 须 就 m = 2 的 情形 进行 证 明 . 
设 f(E) C (a,B), 对 (a,B) 的 任 一 分 点 组 Di:a 二 4 之 之 三 B， 
令 E= El[li < 过 ,BE = Ellii<f 和 Li=1,2,…,n .那么 
E; = E', UU E; = E[l;!, < 
且 Ei Ez = ,所 以 
mE; = mEi; mbEy,i = 1,2,",n. 


对 于 分 点 组 D, 用 Se(D) ,Se (D) ,Se (D) 分 别 表示 f 在 E,E,,E; 上 对 应 D 
的 大 和 数 . 


SE(D) = DlmE, 
i=1 


一 yomE， 十 DmEs, 
i=1 i=1 
= Se (D) 十 Se (D) 
该 等 式 对 任意 的 分 点 组 D 成 立 ， 
对 任意 的 e > 0, 存在 (a,B) 的 分 点 组 D1 ，, 使 得 


Se CD) < inf{Ss, (D)} 十 广 ， 
也 存在 (ce,p) 的 分 点 组 Ds, 使 得 
Se (Ds) < inf{Ss, (D)} 十 广 ， 
设 D 二 D; U D;, 则 D* 即 是 D; 也 是 D; 的 加 细 , 因 此 
| fdz = inf{Se(D)) 
< Se(D’*) 
= Ss, (D’ ) + Ss, (D’) 
< Se (D1) + Ss, (D;) 


一 7(z)dz 十 | fr) dr te. 
五 E, 
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由 于 s 之 0 是 任意 的 ,所 以 
| fdr <|. fndzt| fr)dxr. 


同样 考虑 小 和 数 和 | f(z) 一 sup{SCD)) 可 证 明 相反 的 不 等 式 ,所 以 


| reoaz=| fzydzr+t| flr)dx. 
E 五 下 > 

证 (3). 设 f(E) C (op),g(CE)C(o 8)， 对 (ap) 的 任 一 分 点 组 Dia 二 4 一 
让 过 过 4 二 8B, 对 (a ,8) 的 任 一 分 点 组 Di:a 二 人 之 人 之 之 1 一 . 


E; = EL <f 4 
E’; = EL!,, <g</,], 
E; = El[!l;'<g 人 <</ 
一 EL < 二 4 ge] 
一 一 1 2 一 20). 
由 此 可 知 , E 可 分 解 为 有 限 个 互 不 相交 的 可 测 集 的 并 . 
E=UUE,=UE=UE,. 
于 是 
| (f+g)dr Ut! mE; 


一 lmkE; + mE; . 


| or+edz= 3 redr 


i=1 j=1 


过 DimE, 十 DU mE’; 
i=1 j=1 
一 Si (D) 十 SCD') . 
该 不 等 式 对 (a,8) 的 任意 分 点 组 D 和 (a ,8) 的 任意 分 点 组 D 都 成 立 . 因为 
| dz 一 inf(S CD)) ,| gdx = inf{S,(D)). 
E D E D 


所 以 对 任意 的 s > 0, 有 (a,B) 的 分 点 组 D1 和 (a ,8 ) 的 分 点 组 Di 使 
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Sr(D) < | redz+ 方 ， 


S,.(D') 一 | ecz?dz 十 号 . 
因此 可 得 


| (fx) + gc) dr < SSD) + SD') 


<| /fondrt) gedrte. 
由 e 汪 0 是 任意 的 ,有 
| ore te yar<| fdrt| scodzr， 
同样 考虑 小 和 数 及 所 有 小 和 数 的 上 确 界 可 得 相反 的 不 等 式 . 因而 
[ew +gcz)dz= | czdz+| endz. 


证 (1). 
引 理 1 车 f(x) 三 c (常数 ),z EE. 则 


| reodz = cmkE. 


因为 存在 a,8 € RR 使 4。 <。<B. 对 (ayp) 的 任 一 分 点 组 a 二 4 二 4 过 … 过 
4 二 BB. 若 cE Cyl,1l i 人 nn; 则 mE[Llii 过 ff 和 4 二 mE, 任 取 %€ (i， 
4j,， 则 

| 六 一 <c| 委 4 一 SD). 

因此 当 SCD) 一 0 时 ,六 一 c， 

而 当 & 上 天 :时 ,EL < FGz) 委 0 一个 ,因而 mmEL < zxz) 委 0 一 0， 
于 是 

lim DE <f Eh = lim pmnEll < f(r) SL = mE, 


SD) OF 


即 | fodar = cmE. 


以 下 证 明 | arcodz = a| f(x)dz. 
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若 a= 二 0,; 则 af(x) 三 0,x EE. 由 引 理 1 
| .af Crdr =0.mE=0= of rezdz 一 a| flr)dr. 
> E 


若 a>0, 设 <c<<ar(z)<B, 对 (a,B) 的 任 一 分 点 组 
D:a=h < 一 0. 


由 于 对 < f(z) <£, 分 点 组 D 相当 于 (2,£) 的 一 个 分 点 组 
D, ;和 = 外 一 了 一 ,一生 一 8 
a a uu a a 


任 取 7 E [lm4,4], 则 于 [全 | 


DnmE[l, < af(z) <L] = DnmE| St < fn)E 2] 
i=1 : 


而 

lim ay 2mE | < 过 f(x) -a lim > TmE[ :< f(r) 

HD 0 A a SD -0 a 

一 a| fr) dz, 
FE 
并 且 
SCD) 一 0G6(D)) -> 0， 

因此 


le = lim DpmELL, < af(z) < 


dC D0 


= lim a LmE[ 全 pr) | 


x 之 ， 
—a | fear. 
若 a<0, 则 一 a 盖 0, 则 
0 = | Laf C2) 十 (一 az)]dz 


一 | af(x)dz+| (一 c)FCz)dz 
E E 


= | arczdz+ a)| fdz. 


A 
[| 
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于 是 
| af C7) dr 一 一 | fx)dr = a fir dr. 
E E E 
综 上 ,对 任意 的 a E 入 ,有 


| af Cydr = a| f(x)dz. 
证 (4). 
引 理 2 ”定义 在 零 测度 集 上 的 任何 有 界 函 数 是 可 积 的 ,而 且 积 分 为 零 . 
事实 上 , 设 f(x) 定义 在 E 上 ,mE 二 0, 设 a 二 f(x) 二 B,xEE. 对 (a,B) 的 
任 一 分 点 组 Dia = 4 过 4 过 一 < 之 4 二 BB, 则 由 ELL <FGz) 委 所 王 ,所 以 
mE[lli! < fr) A= 0,i= 1,2," 


于 是 , 任 取 7 € [li ,4i]， DpmEL,, < f(x) 委 中 = 0, 因此 


/ow = lim ,DmEL ,< fH =0. 

为 证 (4), 令 F(x) = g(x) 一 f(x), 则 F(x) 守 0a.e. 于 E. 

由 引 理 2, 不 妨 设 F(x) 宇 0,z+ EE. 

设 FC(E) C (cp) .对 (a,B) 的 任 一 分 点 组 D:a 二 4 过 4 过 … 过 4 二 B. 对 每 
一 个 1 过 i 之 n, 考察 nmE[lii 二 下 坟 4j, 其 中 jE Liniy4ij, 若 二 0, 则 当 
6(D) 一 0 时 , 4 过 0, 此 时 ELLii 过 下 过 4] 二 他 ,因而 

IE <F<L]=0. 


若 ni 之 0， 则 由 mE[L l,i F< Li] 之 0 知 wmELi; F< Li] 之 0， 因此 
Fx) dr = ,im DymELL. 1 之 Fj 


D0 


于 是 


| F(z)dr = | ‘ex) — f(x) dz 
E 5 
一 | [ec 十 (一 FCz))]dz 


一 | sz)dz 十 | — f(x)dr 
E 
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| gczydz 一 | enpdz 


E 
0 . 


V 


因而 


| ecodz> | ford. 
推论 设 mE 二 oo0, 且 f(x) 是 EE 上 的 有 界 可 测 函 数 , 则 | | rcoadz = 


| | fCz) | dx. 
证 明 因为 一 | f(x) | 过 f(z) 委 | f(x) |, 所 以 由 定理 5.1.2 的 (4) 和 (1) 有 
EE I reldr， 
即 
[| eepdzl| en 1adr， 
定理 5.1.3 设 mE<co,j(z) 是 已 上 的 有 界 可 测 函 数 , 若 f(x) 之 0 a.e. 于 


E, 且 | f(x)dr 一 0, 则 f(x) =0a.e. 于 E. 
E 


证 明 因为 f(x) 守 0a.e. 于 E, 则 mELf 二 0] -0, 且 | zydz= 0， 


若 能 证 明 mmELA>0] = 0, 则 定理 得 证 . 
E= E[f=0]UELf<0]UELf>0]. 


令 忆 = 外/ > 十 = 12，…，, 则 ELA> 0 一 以 忆 ,对 任意 取 定 的 E 
N+ ,有 
0= | fn)dr 


= | 7Gz)dz 十 | fC dr 
FL /<0] EL />0] 


= | fr) dx 
E[f20] 


=| fx) +| fr) dr 
E, Elf/20—E, 
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> | f 71) > LmE,, 
E, n 
所 以 mE, 一 0 ,7 一 1,2,.…， 因此 
mE[f >0]=m(U EY DmE, = 0, 
n=l n= 1 
于 是 f(x) 一 04a.e. 于 E. 


5.2 一 般 可 测 集 上 一 般 可 测 函 数 的 积 


对 于 广义 Riemann 积分 ,有 积分 区 间 无 限 的 广义 积分 和 无 界 函 数 的 广义 积 
分 ,对 于 Lebesgue 积分 也 有 无 限 测度 集 上 的 积分 和 无 界 可 测 函 数 的 积分 的 情形 . 
本 节 的 任务 就 是 讨论 这 种 一 般 情形 的 积分 . 

1. 有 限 可 测 集 上 无 界 可 测 函 数 的 积分 

(1) 非 负 函数 情形 

设 ECR' ,mE 一 co,jGz) 是 已 上 的 非 负 可 测 函 数 . NE R , 称 [fjx(x) 三 
min {f(x),N}) 为 f(z) 的 NN- 截断 函数 . 

有 了 N 截断 函数 的 概念 ,我 们 可 以 构造 有 界 可 测 函 数列 {f(x)} .其 中 
f(x) 一 [和 门 ,(z) (=1,2,… ). 显然 ,这 样 构造 的 函数 列 { 广 } 满足 : 

f(z) Ef Rf rELE. 
并 且 lim f(x) = f(x), 因而 


| mepdz <| frr)dr 过 … < | codz 二 ， 
党 五 > 


所 以 极限 lim| f,(x)dz 存在 (可 能 是 十 co ). 
定义 5.2.1 设 ECR' ,mE 二 co,f(x) 是 上 的 非 负 可 测 也 数 . f(x) 一 
[f], Cx) sr EE,n=1,2,.…. 称 lim| .六 cz?dz 为 f(x) 在 上 的 Lebesgue 积分 . 


记 为 ;: | Arezdz 一 lim| fC)dr . 


若 | . 广 (z)dz 是 有 限 数 , 称 f(x) 在 E 上 可 积 ,车 | f(z)dz < 十 oo, 称 f(z) 
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在 EE 上 有 积分 值 . 
(2) 一 般 函 数 情形 
定义 5.2.2 设 f() 在 ECR 上 可 测 , 如 果 广 (xr) 和 广 (x) 中 至 少 有 一 个 


在 上 可 积 ,那么 称 | 广 Cdz 一 | 广 (Xr)dr 为 f(x) 在 上 的 Lebesgue 积分 . 


记 为 ; | fenar 一 | 广 Codz 一 | 广 (zx)dz . 


当 广 (xz) 和 广 (x) 都 在 EE 上 可 积 时 , 称 /在 EE 上 可 积 . 
定义 中 要 求 广 (x) 入 (x) 中 至 少 有 一 个 在 上 可 积 , 是 因为 如 果 f+ (x) 和 


广 (z) 在 E 上 都 不 可 积 , 则 | 广 (z)dr = 十 c 且 | f(z)dzr = 十 oo ,此 时 
| fw — | f Cdr = (Fo0) — (Ho), 
没有 意义 ,因而 没有 积分 值 . 
若 广 (z) 和 广 (z) 中 至 少 有 一 个 在 E 上 可 积 , 则 | 广 Cz)dz 一 | /" (zydr 有 


意义 ,但 可 能 为 十 co 或 一 = .无 论 | f(x)dz 是 有 限 数 .十 oo 或 一 oo, 我 们 都 说 


f(z) 在 E 上 有 积分 值 , 当 | | renodz | 过 十 oo 时 , 称 了 在 E 上 可 积 . 


2. 非 有 限 测 度 可 测 集 上 的 积分 


(1) f(x) 是 非 负 可 测 函 数 
设 ECR',mE 二 0. 设 
K,, 一 {(ziyzryzyyrn) || Xi | 过 mi 一 1,2,.… ,7n)} 。 


令 E,=ENK,, 则 mE,<om=1,2,), 有 有 ECE CCE,C: 
是 单调 增加 集 列 ,有 limE, 一 U E, 一. 

由 前 面 讨论 , 非 负 可 测 函 数 /(z) 在 每 个 已, 上 有 积分 值 | f(x)dz . 记 为 
二 |。 f(x)dzr. 则 {J} 是 单调 增加 数列 ,极限 limJ,。 存在 (可 能 是 十 co )， 

定义 5.2.3 设 ECR ,mE 二 oo0,f(x) 是 EE 上 的 非 负 可 测 函 数 . 称 
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limJ, = lim| f(r)drxr (EE, 如 上 说 明 ) 
7 Mi EF yy 
为 f(x) 在 EE 上 的 Lebesgue 积分 , 记 为 


| /nar 一 im|， f(x)dr. 
E my EE 


车 | rz)dz 是 有 限 数 , 称 f(x) 在 E 上 可 积 ,着 | f(z)dr<<+o%， 称 f(x) 在 


EE 上 有 积分 值 . 
(2) f(x) 是 一 般 可 测 函 数 
定义 5.2.4 设 下 CR",oE = 二 oo,f(x) 是 EE 上 的 可 测 卫 数 . 


如 果 | . 广 Cz)dz 和 | . 广 cz)dz 至 少 有 一 个 是 有 限 数 , 则 称 | /* (x)dz 一 
| 广 (z)dz 为 F(z) 在 巨 上 的 Lebesgue 积分 , 记 为 | reopdz 一 | 六 (zz)dz 一 
| 六 (xz)dz. 
E 


若 | Cz)dz 和 [A (x)dz 都 是 有 限 数 , 称 f(x) 在 巨 上 可 积 . 


至 此 , 非 有 限 测 度 集 和 无 界 可 测 函 数 积分 的 概念 已 经 建立 ,以 下 继续 讨论 积分 
的 性 质 . 


定理 5.2.1 (1) 设 f(z) 是 E 上 的 函数 ,mE 一 0, 则 | f(z)dz 一 0. 


(2) 设 f(x) 在 E 上 可 积 , 则 mE[| FI= o20]==0, 即 f(x) 是 E 上 几乎 处 处 有 
限 的 函数 . 
证 明 (1) 由 于 mE = 0,F(z) 在 已 上 可 测 , 所 以 [ 广 ], 和 [ 广 ], (Ca 一 1， 


2,…) ,都 是 巨 上 的 有 界 可 测 函 数 ,从 而 | [ 广 ], (zydz = 0,|.[ 广 ], (mdr=0 


(n 一 1,2,……) 。 
所 以 


| f+ (x)dr = lim| [ 广 ],(Czr)dz = 0, 
E no FE 


| /Crdr = lim| [fF jr)dr=0. 
E HW oo 
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于 是 
| fondar 一 | 六 Cz)dz 一 | 广 (z)dz 一 0. 


(2) 令 已 一 EL 一 十 co],E 二 E[f 二 一 00]. 往 证 mEi 二 mE: 一 0. 用 反 证 


| cdr>| [Fedr> | [Fr dr = nn = 1,2,.,) 
所 以 [Wa (z)dz = 十 co, 这 与 f(x) 在 巨 上 可 积 矛 盾 . 因此 必须 有 mE, = 0 . 同 理 
可 证 mEs 一 0 . 


于 是 mE[| 丰 |= cej 王 7 UE)<<mE+t+mE, 一 0. 
定理 5.2.2 设 f(r) 在 E 上 可 测 , g(x) 在 E 上 非 负 可 积 , | F(z) | 委 g(Cz)， 


rE€E, 则 f(z) 也 在 E 上 可 积 , 且 | | Fa | dr < | gC)dz. 


证 明 因为 | f(x)|== 扩 (x) 十 广 (x), 所 以 广 (x) 寺 g(x), ff (rx)Eg(r). 
对 任意 的 正 整 数 k,n 有 


| [六 aodzs | [Lal,(z)dr < | ecodz < 十 co， 


所 以 对 每 一 个 正 整数 &， {| [Fj,(x)drx}(n 一 1,2,…) 是 单调 增加 有 上 界 的 数 
列 , 有 有 限 极 限 
| fi (xr)dr = lim| [LF J (x)dr <| g(X)dr < 十 co ， 
EL N00 E, E, 
因而 (|. PCz)drzj = 1,2,…) 也 是 单调 增加 有 上 界 的 数列 ,也 有 有 限 极限 
| 六 (zx)dr = lim| f- C0) dx 
FE ky E, 
过 lim glrx)dr 


一 | scz?dz < 十 oo. 


同 理 可 证 | 广 (z)dz < | eraz <+eo .因此 Fr) 在 E 上 可 积 . 
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由 | f(x) | 志 g(x),xEE, 有 [| 了 jx) 之 Lgj,(r) ,yn 二 1,2,…, 所 以 对 每 
一 个 正 整 数 &, 有 


ji fllhdz <<) [rar = 1,2,., 
令 n-> coco, 有 
上. | FGz) | dz < | gC)dr,k 一 1,2，… . 
令 & 一 co， 有 
| 1 cz) | dr < | gC)dz. 
定理 5.2.3 设 巨 是 可 测 集 , 则 
(1) 当 忆 ,BEs，…,E。 是 已 的 互 不 相交 的 可 测 子 集 , 巨 = 已 ,7(z) 在 E 上 有 
积分 值 时 , f(x) 在 每 一 个 E; 上 有 积分 值 , 且 
| fnar = | crpdr 二 | PFCzdz 士 … + | 7coDdz， 
特别 地 , 当 f(x) 是 王 上 的 非 负 可 测 函 数 时 ， 


| fadr>| fx)drsi = 1,2,.,m; 
E E 


(2) 对 任意 常数 es) cf (ndz 一 | rzdz ; 
| [f(zx)+ g(r)jdr = | fordrt+| glrx)dr; 
E E E 
(4) 若 f(x) 在 EE 上 有 积分 值 , 且 f(x) = g(x)a.e. 于 上 , 则 
| ceodz = | gndz; 
FE EF 
(5) 当 f(x),g(x) 都 在 EE 上 可 积 , 且 f(x) 才 g(x)(x € EE) 时 ， 
[rwar<| g(x)dr. 
E E 


证 明 证 (1). 只 须 就 m == 2 的 情形 进行 证 明 ,一 般 情形 利用 归纳 法 可 证 . 
由 定理 5.1. 2 的 (2) 可 知 ,对 任意 的 正 整数 有,m 有 
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jo Eraz=| EF ldrt), ne Lf Jd, 
| Ef lade = | LF lodrt | Lf lad, 
先 对 加 后 对 取 极限 ,有 
rr 
J lf et) 
若 f(zx) 在 EE 上 有 积分 值 , 则 | /+* dz 和 | 广 dz 至少 有 一 个 是 有 限 数 ,不 妨 
设 | . 广 尼 是 有 限 数 ,那么 | 广 dz 十 | 。 广 虹 是 有 限 数 , 从 而 |，f* dz 和 | dz 
都 是 有 限 数 ,因而 /(z) 在 E, 和 已 上 都 有 积分 值 , 且 


= (rf etl rr) (i tls) 


一 | (rdz 十 |. flx)dz. 


当 f(zx) 是 EE 上 的 非 负 可 测 函 数 时 ,由 EE= (E 一 E,) UE;, 有 (E 一 E.) 站 
E; = GO ,i 二 1,2. 则 


| epdz = | rczdz + ff ena 


>| f(x)dzr,i = 1,2. 
E. 


为 证 明 (2) 和 (3), 先 证 明 如 下 结果 : 

引 理 1 车 f(x),g(zx) 是 EE 上 的 非 负 函 数 ,c >>0, 则 对 任意 的 正 整 数 n 有 下 
式 成 立 : 

[f+e], [Lf Le], Lf+ gj ; 


(iD c [fj [Cf cLfjem, 其 中 [二 ] 表示 不 超过 二 的 最 大 整数 ,而 
[fj]; 等 表示 f 的 n- 截断 函数 . 


。 124 。 买 妾 阔 数 


证 明 《〈D 先 证 [f+ g], 志 [fj, 二 Lgj,. 
设 xoEE, 若 /::) 二 n 且 g(xo) 二 n, 则 
[flxo) tg Cr)), f(r) gro) = [fro)),t Lglro)];. 
车 f(xo) 和 g(xo) 中 至 少 有 一 个 不 小 于 2 例如 f(zxo) 这 2 则 
[LAGzo) 十 g(Czo)], = nn 
< 妇 2 十 Lg(Czo)]， 
= [f(zxo)j, t+ [Lglro)],. 
再 证 .fj 十 [gj], 所 [Lf 十 gjzn- 
由 于 [fj 十 Lgj; 志 ff 二 +g;[Lfj; 十 [gjs 二 2n, 所 以 
[fj,+ Lgj, < min {f+g,2n) 
= [/+ gj,. 
(iD 得 证 . 


(ii) 因为 [cf], = min {cf ,n) = cmin (太一 


min {f,[2]} < min { 太 二) < min { 太 [二 ] 十 1} ， 
所 以 
cmin {[ 这 ]) < cmin {f ,这 ) 委 cmin { 记 [二 ] 十 1 . 


于 是 
cLfia Lf Se Lfjam. 
(ii) 得 证 . 
证 (2). 车 c 二 0, 则 cf = 0(zx € .对 任何 正 整数 上 ,mm 有 
| (cf)dz = | 0dz = OmE, 一 0， 
E, E, 
所 以 
| (cf) dx = lim| (cf)dr =0= | fqz. 
E ko E, E 


若 c 守 0,; 则 (ef)+== cf1+,(cf) = cf ,由 引 理 1 的 (i)， 
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cLfr le SELeft ls Se Lf jen, 


因此 
| (ef)+ dx = | em?dz 
= lim| [cr+],dz 
< lim| ,ce Lf* Jeemdz 
Mi— oo E, 
= | 六 dr. 
另外 


| CcP)+ dz = | cmd 


lim| [ef*+ jdx 
oo 


> lim| ec Lf Jedz 
mcov E, 


kr oo 


一 | 六 dz . 
因此 ， | Cf dr = | f+ dz. 
同 理 ， 上. (cf)- dxr = | 广 dz 


所 以 | cmdz 一 C ef dz. 
当 c 二 0, 可 按 定理 5.1. 2 中 (1) 的 相应 情形 进行 证 明 . 
证 (3). 先 设 f(zx) 和 g(Cz) 都 是 非 负 可 测 函 数 . 由 引 理 1 的 (D 可 知 , 对 任意 的 
正 整数 mmx, 有 
[f+ gj [Ef t+ Lgl, < Lf + gj2n, 
所 以 ,对 任意 的 正 整 数 上 有 


fi Utadadr S|, [fdr + |, ra-dz 
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<|, [f+ elmdz, 
由 和 g 是 可 积 的 ,有 


lim[|, [mdz+| [g],dz] = | rezaz+| gar, 


k— 


所 以 ， 


lim| [f+aldz<| f Cz)dzt| g(r) dx 
Mm—* oo E, E E 
koo 


< lim|, [f+ elmdz. 
下 一 co E, 


oo 


由 左边 不 等 式 知 /十 g 可 积 ,有 

| cr+edzs | raz+| gdz. 
由 右边 不 等 式 , 有 

| rdz+| gar < | cr+edz， 
因此 ， 


| cr+adz= | raz+| gdz. 


再 设 f(x) 和 g(x) 都 是 一 般 的 函数 . 

由 于 (十 8 六 委 广 十 时 CCF 十 8 委 广 十 g ,因此 , 若 f 和 g 都 在 EE 上 可 积 ， 
则 f 十 g 也 在 E 上 可 积 . 

因为 (fg) 一 (Cf 二 8) 二 /十 g 二 (f+g1) 一 (f 十 g-), 所 以 

(CF 十 Bi 十 广 十 虹 一 fiat(ft+e)., 
因而 
[Gtartrte ldz— | [f+ert (+a) dr, 

由 已 证 结果 有 


| E+ dz 十 | 广 dz 十 | e- dz 一 | 六 dz 十 | er dz 十 | (f+g)- dz 
所 以 


第 5 章 ” 勒 贝 格 积分 。 127 。 


| [cr+ey dz 一 | (f+g)- dr = (| 六 dz 一 | 广 dz) 
十 (| a* dx -| dx). 
此 即 | cr+ g)dz = | raz+| gaz. 


证 (4). 设 f(x) = g(x)a.e. 于 E,f(x) 在 E 上 有 积分 值 , 记 El = [f(zx) = 
g(x)],E, 一 EL f(z) 和 天 g(x)]， 则 mE, = 0,E, (| E: = CO,E = El U E,. 
由 (1)， 


| fdzr = | /dz+|. fdz 
一 | sdz 十 | dz. 
因为 零 测度 集 上 的 有 界 函 数 积分 为 零 (5.1 引 理 2) ,所 以 对 任何 正 整 数 m, 有 
| Cr]saz=o,| [六 dz =0, 因而 


Jr r= lim|, [fF jndr=0, 
jf = lm), Hf hdr =0. 


所 以 ， | f(z)dz = 0. 同 理 ,| g(z)dz = 0. 因 为 了 在 已 上 有 积分 值 ,所 以 


由 (1), f 在 El CE 上 也 有 积分 值 ,而 在 E 上 , f 二 g，, 因此 g 在 E, 上 有 积分 值 . 


对 任意 的 正 整数 mm,k, 由 mE < co,Lg' jw 和 [Lg ]。 都 是 有 界 函 数 , 依 测度 有 
限 集 上 有 界 函 数 的 积分 定义 ,有 


J edd = |), Le ldrt [er] dz 一 | 。 [er] dz， 
令 关 一 ce 一 co 则 
| 人 dz 一 | Sr dz . 
同 理 ， | dz 一 | g dz . 
因为 g& 在 下 上 有 积分 值 ,所 以 g 在 E 上 有 积分 值 . 并 且 
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| edz 加 | dz 一 | dz 
一 | Er dz 一 | g dx 
= |. gdz 一 | fdzr = | jar+| fdr = | fdrz. 
证 (5). 设 F(x) = g(z) 一 Frz), 则 Frz) 之 0CzeE E), 并 且 F(z) 在 E 上 可 


积 , 且 | .Fcz)dz 之 0, 而 f(z) ,g(x) 都 在 下 上 可 积 ,并 且 g(z)=FCz) 十 FCz). 


由 (3) 可 知 ， 
| ecodz = | [Fcz) + f(x)Jdr 
=| Fdrt| rz)dz 
> | faz. 
至 此 定理 证 毕 . 


定理 5. 2.4( 积 分 的 绝对 可 积 性 ) 设 /f(z) 是 下 上 的 可 测 函 数 , 则 f(x) 在 下 
上 可 积 的 充 要 条 件 是 | f(x) | 在 巨 上 可 积 ,并 且 | | fx)dzx (<| fn 1 dz. 


证 明 车 f(z) 在 巨 上 可 积 , 则 | f* dz 和 |.f- dz 都 是 有 限 数 , 即 广 和 /者 
在 巨 上 可 积 , 而 | f(x) |= (x) 十 广 (zx)， 由 定理 5.2.3 的 (3) 有 
| | f(z) | dz 一 | 六 (zydz 十 | 广 (z)dz < co， 


因而 | f(x) | 在 已 上 可 积 ， 
反之 ,车 | f(x) 1 在 E 上 可 积 , 则 由 广 志 | J, 广 科 17 了 | 及 定理 5.2.2, 广 和 
广 都 在 EE 上 可 积 , 所 以 f 在 E 上 可 积 . 


并 且 由 一 | f1<f<171, 有 一 | 171 dz<| faz<|, | 了 | dx, 此 即 


[| farl<| lf lds. 
定理 5. 2.5( 积 分 的 绝对 连续 性 ) 设 f(x) 在 EE 上 可 积 , 则 对 任意 的 e 汪 0, 存 
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在 $> 0, 使 得 对 于 下 的 任意 子 集 4, 当 mA 二 6 时 ,有 | | cpadz | 一。. 


证 明 (1) 先 证 明 在 mE 二 oo, 和 且 f(x) 在 上 有 界 的 条 件 下 结论 成 立 . 设 
| f(x) | 过 K(x € EE), 则 任 取 可 测 集 A CE,， 


| flx)dxr 
A 


<|. | f(z) | dr<K.mA. 
对 任意 的 > 0, 取 3 入 元, 则 当 mh < 时 ,有 


reodz|<k.ma<K 是 =e. 
(2) 一 般 情 形 . f(x) 在 玉 上 可 积 , 则 | f(x) | 也 在 玉 上 可 积 , 由 
lim| [rczydz 一 | | fCx) | dz 
可 知 , 对 任意 的 e 二 0， 存在 正 整 数 N, 使 
| | f(x) | dz 一 | [| f ljv(z)dzr<5. 


有 


| [If |v(z)dr < 
因此 , 当 ACEE 且 mA 二 6 时, 便 有 


| | fendz < | | rcz) | dz 
=| | fz) | dz 十 | | f(x) | dz 
A—(ANEN) ANEN 
=| 17ldz+|， (fFI-L FI de 
A—(ANEN) ANEN 
+| [LIF llax, 
ANEN 


因为 A 一 (ANEv)=A—EvCE—Ev,ANMEvC Ev mA En) 


rwart SJ, Flat] FIC dt Hf ler 


AN 
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= 71ldz-| 507Dvao+| CDvdz 
E E 
例 5.2.1 设 f(x) 在 E= [a,b] 上 可 积 , 则 对 任何 se > 0, 必 存 在 巨 上 的 连续 
函数 P(z)， 使 | | FCz) 一 pCz) |dz<e. 


ee 


证 明 设 e 一 ELIAI> 可 , 则 ELIAI= 吕 ] 二 门 。, .因为 {e,} 是 单调 减少 


oo 


集 列 ,所 以 lime, = 了 e， 
而 由 mE 一 8 一 a < co 可知 ,rel < co， 因而 
limme, 一 m(lime, ) 一 m( N ex) = mE[|f1= j= 0. 
由 积分 的 绝对 连续 性 可 知 , 对 任意 的 e > 0, 必 存 在 正 整 数 N, 使 N。men 去 
E 
| 17ldz<< 研 ， 


令 Bn 二 EE 一 ev, 在 Bn 上 由 Lusin 定理 ,存在 闭 集 Fn CB、 和 RR 上 的 连续 消 
数 p(x)，, 使 得 

(Dm(By— Fw) < 

(2) 当 x € Fy 时 , f(x) = p(x), sup| p67) |= sup | f(x7) IN. 
所 以 


如 
| | fC2) — g(x) | dz =| | fz) — g(x) | dz 十 | | f(z) — p(x) | dz 
“ <N N 

<| Len 1dr+| | wp(Cz) | dz 十 


| Le 一 wp | dz 十 |， 1 f(D 一 rz) dr 


第 5 章 勒 贝 格 积分 。 131 。 


5. 3 ”Lebesgue 积分 的 极限 定理 


本 节 讨 论 如 下 问题 .假设 {f,) 是 集 玉 上 的 一 个 函数 序列 , 按 某 种 意义 收敛 到 
了 ,如果 每 个 f, 在 某 种 意义 下 都 有 积分 , f(x) 是 否 有 积分 ? 如 果 f(x) 也 有 积分 ， 
{f,} 积分 的 极限 是 否 等 于 f(x) 的 积分 ? 也 就 是 极限 与 积分 是 否 可 以 交换 顺序 的 
问题 .我 们 会 看 到 这 个 问题 在 Lebesgue 积分 范围 内 得 到 比 在 Riemann 积分 范围 内 
更 为 完满 的 解决 ,这 也 正 是 Lebesgue 积分 的 最 大 成 功 之 处 . 

定理 5. 3.1(Lebesgue 控制 收敛 定理 ) 设 {f,(x)} 是 巨 上 的 可 测 函 数列 ， 
F(z) 是 可 积 的 控制 函数 , 即 | f(x) | 委 F(z)a.e. 于 Eln 二 1,2,…), 且 F(z) 在 


已 上 可 积 , 如 果 f(z) 一 > f(z)， 则 f(x) 在 E 上 是 可 积 的 ,并 且 lim| f(z)dz = 


| fC)az. 
证 明 车 mE = 0, 结论 显然 成 立 , 因 此 不 妨 设 mE > 0. 


由 于 _f 一 > f, 由 FF。 Riesz 定理 可 知 ,存在 {f,(x)) 的 子 列 {f,, (x)), 使 
limf, (7x) = f(zx)a.e. 于 EE. 

由 | f(z) 1 过 FGz)a:e 于 EE 可 知 | f(x) | 之 F(x)a.e. 于 EE. 因 为 F(z) 在 
E 上 可 积 ,所 以 f(z) 在 下 上 可 积 . 


往 证 lim| f(z) 一 | rcodz 。 


(1) 设 mE 二 ,因为 F(x) 在 E 上 可 积 ,由 积分 的 绝对 连续 性 可 知 , 对 任意 的 
e 这 0, 存在 6 汪 > 0, 使 当 eCCE 且 me 二 6 时 ,有 


| Fcopaz< 生 . 


又 因为 f, 一 > f, 所 以 存在 NE N+ ,使 当 a 之 N 时 ,有 


_ € 


所 以 当 之 N 时 ， | F(x)dr 之 专 ， 因此 
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| [ficar— | fdr | 一 RA — f(x))dz | 
<| /Df | dr 
一 | | 六 (Cz) 一 ACz)|dzr 十 | [fxr)— f(x) 1dr 


€ 一 
二 ?|. F(ndr+ ats mE—E,) 


mn 


因此 ， lim| /C2) 一 | fax. 
| Femdz 一 |. [FJ],(Cz)dz 一 于 ， 
所 以 


| Flr) dx =| Firydzr—| F(x)dx 
E-E, E El 


二 | rcodz 一 | [F]。Cz)dz 二 三. 
另 一 方面 ,在 五 上 可 测 函 数列 人 f, 一 f1) 满足 :| f, 一 fl 志 2Fa.e. 于 Ei(n 


=1,2,), | f,—f|—>0mE, < %. 
因此 ,由 (1) 的 结果 ,存在 正 整数 N, 使 当 # 宇 N 时 


| 1 一 了 f1dr< 竺 . 
E, 
所 以 , 当 n 宇 N 时 
I | .meetz 一 | fod < | | fr) — fx) | dz 
=| IPAcoD 一 Fezldz+ | LA C0 — fr) dr 
EE, E, 


之 2| FCz)dz 十 二 
EE 2 


e Je 
2 全 十 e 。 
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因此 ， 
lim| f(z) dr = | fn)dr. 
noydE E 


综 上 ,定理 得 证 . 
定理 5.3.1 ” 设 {f,(x)} 是 EE 上 的 可 测 函 数列 , F(x) 是 可 积 的 控制 函数 , 若 
lim/f, (z)dz 二 f(z)a.e. 于 E, 则 f(x) 在 EE 上 可 积 且 


lim| .六 cz)dz 一 | .far 。 
定理 5. 3.1"( 勒 贝 格 有 界 收敛 定理 ) 设 mE < 一 co,( 广 (z)) 是 可 测 集 E 上 的 


可 测 函 数列 且 测 度 收敛 于 f(x), 如 果 {f(z)} 一 致 有 界 , 即 存在 常数 M, 使 得 对 
任意 的 x € E 和 对 任意 的 正 整数 %, 有 | 广 (z) | 委 M, 则 Az) 在 巨 上 可 积 , 且 有 


| far = lim| .rcz)dz， 
定理 $. 3. 二 对 于 Riemann 积分 不 适用 . 
例 5. 3. 1 设 {ri 972 9 srr} 是 [0,1] 中 的 全 体 有 理 数 . 做 如 下 也 数列 : 


1， TT 二 ni; 
(XT) 一 
nn ” 0， ZE [0, 1 一 (~). 


l, z= rr 
(xX) = 
0， 工 € [0,1]— {ri ,rz}. 


1, z= rr rs 
fu(x) = 
0， rE [0,11— {riyre ss7,)}. 


那么 {f(zx)}) 在 [0,1] 上 一 致 有 界 , | f(x) | 所 1,7x € [0,1],n = 1,2,…. 
而 且 
1， ” 文 为 [0,1] 上 的 有 理 数 ; 
0， ” 工 为 [0,1] 上 的 无 理 数 . 
因为 每 个 f, (zx) 在 [0,1] 上 只 有 有 限 个 不 连续 点 ,因而 Riemann 可 积 ,然而 D(x) 
在 [0,1] 上 不 是 Riemann 可 积 的 . 


f(x) —> D(X) = | 
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定理 5. 3.2(Levi? 定理 ) 设 

(1) {f(z)} 是正 上 非 负 可 测 函 数列 ; 

(2) f(x) SC fnlx) (x EE En= 1,2,.); 
(3) f(z) = limfr (7). 


则 | fC)dzr = lim| fx) dx . 
证 明 ” 先 设 | fC)dz 一 co, 对 任意 的 e > 0, 取 正 整数 ,m, 使 


| [fj, x) dx >| f(r)dr— Ee. 
E, FE 2 


此 处 E, 一 五 门 下 天， 一 {x ,Ta XT, ) | | Xi; | 过 kk,i 一 1],2,.… ,7} 。 
注意 到 mE 过 00, 且 在 EE 上 [fja(x) 二 lim[f,jn(x), 由 Egoroff 定理 可 知 ， 


存在 EC EE, 使 mE 一 地 二 ， 且 在 Ei 一 E。 上 [ 记 ]。(z) 一 致 收敛 到 上 门 。(Cz) . 因 
此 有 正 整数 nn ,使 nn 之 mo 时 ,对 一 切 x € E 一 E., 都 有 

OLfl xr) — Lf, ja(z) < 1 mE ， 
则 当 n 之 no 时 ， 


[penar >| Cf)dr> | [fd 
E E.-E, EE, 4 


fo 0dr = | [codz+| LAr dz 


< [fn (x)dr+ 
所 以 , 当 时 ， 


| f(z)dr 之 | [ 门 ,Cz)dz 一 三 
E EE 4 


EE 
> | [fj] Cr) dr 4 


@ 勒 维 (Levi,1875 一 1961) ,意大利 数学 家 . 
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> | fdr—e 。 
因此 ， lim| .PCz)dz > | /Cdr—e, 由 e>0 是 任意 的 ,有 


lim| | f(x)dr. 
nedFE E 


| fcrar <| fx)dr, 
E FE 
从 而 lim| uCz)dz 去 | far . 
综 上 得 lim| f(x) dz =| f C0) dx. 
n=ooy E E 
当 | f(z)dz = oo 时 ,由 积分 定义 可 知 ,对 任意 的 M > 0 ,存在 &m 使 得 


ED 宇和 由 [fs 一 [syn 一) 与 | [fw(z)dz < 及 
上 而 的 证 明 可 知 
lin], fl 0dr = | [fh nd > M, 
于 是 


lim| f(x)dr 之 im| [六 ] Cx) dr 
ncod E mcod 已 


> tm), Ll ne 
>M. 
由 M 0 是 任意 的 ,有 
定理 得 证 . 
定理 5. 3.3(Lebesgue 基本 定理 ) 设 {f,(x)} 是 可 测 集 正 上 的 非 负 可 测 函 数 


列 , f(z) = Dp), 则 | f(ydz = | f(z) dr. 


E n=1 E 
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证 明 设 g,(x) 一 2 fr) 一 1,2,…), 则 (sg (z)} 是 EE 上 非 负 可 测 孙 数 


列 , 且 g, (x) g(r EE,n= 1,2,.),limg,(r) = > fxr) = f(r). 
ne 一 
由 Levi 定理 有 


lim| szdz 一 | Df) = | fr)dr, 
xcoj E E 会; E 


lim| g(x)dr = lim| (>， 广 (z))dz 
有 Du FE HodE 这 1 
一 imy | 广 (Cz)dz 
meo 1 二 1 v 下 


= >| f(r) dr, 
i=19E 


所 以 | rcodz 一 | .六 ce)dz 。 


n=1 


定理 5. 3. 4( 积 分 对 区 域 的 可 数 可 加 性 ) 若 瓦 (一 1,2,…) 是 五 的 互 不 相交 


的 可 测 子 集 列 , E 一 U E,, 当 f(z) 在 已 上 有 积分 值 时 , 则 f(x) 在 每 一 个 已 上 都 
有 积分 值 , 且 

| 5 | frar. 

证 明 设 
(xz), XEE,; 
f(x) = nn 二 1,2,…， 
0， rEE—LE,. 

则 各 f,(z) 为 已 上 非 负 可 测 函 数 , 且 


co 


Dy fx) = f+ (2). 


nn 二 1 


| fr) dz =| 六 Cz)dz 十 | fx) dr =| f+ C2) dr, 
E EE, E, E, 
由 Lebesgue 基本 定理 ,有 
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| 六 codz= [ROA = Ppa = >|, f+ (z)dz， 
同 理 可 得 | 广 (z)dz = > f- (zx)dz. 
由 于 f(x) 在 EE 上 有 积分 值 , 则 | 六 (zx)dz 与 | (zx)dx 至 少 有 一 个 不 为 
二 oo, 不 妨 设 |/* Cz)dz < 十 oo, 于 是 由 
[fr war<| fF Gndz, 


可 知 在 每 一 个 E, 上 | (zydz < 十 co, 因而 f(x) 在 每 一 个 马上 都 有 积分 
值 . 并 且 
| codz 一 |F Czdz 一 | 广 (Cz)dz 


一 > fi (x)dr— > f° (x)dr 


= 广 cdz 一 | f- (x)dz) 


8 


i 


| f Cn) dx 
定理 5.3.5 Fatou? 引 理 设 {f,(x)) 是 EE 上 的 非 负 可 测 函 数列, 则 
limf, C7)dr < lim| fC7)dz. 


J 
证 明 设 
ga (T) = inf {fsx) ,fan lx) } n= 1,2,..), 
则 {g(x)) 是 巨 上 非 负 可 测 函 数列 ,上 且 g, (x) 委 gn (7),n 二 1,2,…, 往 证 
limf, (7x) = limg, (7x). 


Ld Nx 


事实 上 ， 
limf,(x) = Sup{ inf {fm (x)}} 


@ 法 都 (Fatou,1878 一 1929) ,法 国 数学 家 . 
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| 


sup{inf{ f(x), fr Cx), }} 
= supgn (Xx), 


limg, (zx) = sup{ inf (g» (x)}} 


Noo 


= sup{inf{g, (zx) ,gn C(x), })} 
= supg» (xX), 
所 以 lim 廊 (z) = limg, (7). 


no0 


因为 


| lim f(x) dr = | limg, C(x) dz = | limg, (x)dz, 
FE oo E N00 


noe Noo 


由 Levi 定理 可 知 


| limg, (x) dx = lim| gnCr)dr 
E noo nrood FE 


一 lim| galr)dzx 


TI Oc 


二 lim| fC dr(Cg (x) < f(x)). 
VE 


Non 


所 以 | lim f, C2) dz < lim| .cz)dz . 
E 


noo n> oo. 


下 面 的 例子 说 明 Fatou 引 理 中 的 不 等 号 是 可 能 出 现 的 . 


例 5.3.2 设 
1 1 
n, 区 魏 工 生 万 ; 
f(z) = 1 2 


0， 0 之 xz 二 小 或 -二 x 之 1. 
2n n 


则 | limf,(zx)dz < lim 


no Nn-—* Oo. 


| fn (x) dr. 
0 


证 明 当 x 二 0 时 ,对 每 一 个 n€ NT ,jz) 二 0, 有 limf,(zx) 一 0; 
当 并 一 1 时 , 用 (zx) = 1,f,(x) = 二 0(n 之 2), 有 lim f(x) 一 0 


当 0 二 z+ 二 1 时 ,存在 NE N', 使 在 <x, 当 wn 之 N 时 ,二 之 和 之 zx， 即 当 


n 之 NN 时 , f(x) = 0, 有 limf,(x) 一 0. 因 此 limf,(zx) = 0(x € [0,1])， 从 而 
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no0 


而 


[nd = oduz+ ndz 十 | ,odz 一 去 (n 一 1,2，…)， 


1 
2 


有 
im| ， fx) dz 一 斑 ， 

所 以 | limf, Cz) dz < lim| f(z)dz . 

例 5.3.3 证 明 im| Etecosrdz = 0. 

证 明 设 广 (z) 一 下 经 士 岂 ecos z, 则 当 zE [0, 十 co) 时 ， 

lt -as 
所 以 
limf,(z) = lim m DEH eecos r=0,x€ [0,+%). 

因为 (2) = < 00>3), 所 以 当 + 之 3 时 号 + 递 碱 ， 所 以 当 n 之 3， 

ZX 之 0 时 ， 


In (z+n) n+tzln (rztn) on 7 十 工 三 也 3?<< 思 21 十 zx ) 
n n 1 十 工 n 


3 
从 而 | FPCz) | 秋 邓 2 十 ze， 而 F(z) = 1 二 ze 在 [0, 十 co) 上 是 


Lebesgue 可 积 的 ,由 控制 收敛 定理 有 
lim| 六 (zadz = |- limf,(z)dz =0, 


一 = ce， 


即 im| 王公 十 moreos Zdzr 一 0. 
0 


例 5.3.4 设 f(zx,t) 为 矩形 {(x,t) |a 才 z 声 b,a 志 1 祈 B} 上 的 二 元 了 清 数 ,对 
每 一 个 1:€ [a,;8j,f(z,t) 是 xz 的 可 积 隙 数 .如 果 对 几乎 所 有 的 xz, 函数 f(z, 人 四 对 z 


:140 。 实 变 函 数 


有 偏 导数 ,并 且 存 在 La,b6] 上 的 Lebesgue 可 积 函数 g(x), 使 对 上 E [a,8] 及 充分 
小 的 |4| 有 


A <g(z)a.e. 于 [a,b], 


则 | 7ez,pdz 在 [a,8] 上 有 导 函 数 , 且 | Fez,pdz = | Ff (xt) dr, 


证 明 任 取 t€ [La,B], 并 任 取 La,8] 中 一 点 列 {h,), 使 当 n 一 0 时 , hh, 一 
0(h, 了 0), 且 zt 十 h, E [a,Bj,， 有 


lim fd) 六 


由 Lebesgue 控制 收敛 定理 可 知 


| fCzt mdr— | fr dr 


Ff (ra. e. 于 [a,b]. 


dar lim 4 
市 /De 一 
_ lim| A f(x). 


a No h, 


b 
a ot 


例 5.3.5 用 Fatou 引 理 证 明 Levi 定理 . 
Levi 定理 : {f,(x)} 是 已 上 非 负 可 测 函 数列 , 且 当 z E E 时 ， 
f(x) frn CX) Cn 一 1 2，……)， 
limf (x) 一 f(x),， 
则 | fdr = lim| f(z)de. 
证 明 由 0 过 所 (zx) 和 f(x) 过 …, 并 且 limf, Cx) 二 f(z) 可 知 limf, (zx) 一 


f(x) ， 由 Fatou 引 理 有 


| fx)dzr = | lim f(x) dz < lim| f(z)dz. 
E E 2 云云 


因为 对 每 一 个 x E E,{f,(zx)} 是 单调 增加 数列 ,因而 {| fu)dz) 也 是 单调 
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增加 数列 ,极限 存在 ,并且 
lim| 7Cz)dz = lim| f(z)dz. 
因此 | 
jo ial 
另 一 方面 ,由 定理 条 件 显然 有 0 委 f(x) 委 f(x)(x € En 二 1,2,…), 因此 


| rcopdz < | FCz)dzGOa 一 1,2，…) ， 
E 
所 以 lim| f(z)dz < |f (waz. 


于 是 | f(r) dx = lim| fx)dz. 
E ncoyFE 


5.4 ” Lebesgue 积分 与 Riemann 积分 的 关系 


定理 5.4.1 如 果 有 界 函 数 f(x) 在 闭 区 间 [a,6b] 上 是 Riemann 可 积 的 , 则 
f(x) 在 [a,6] 上 也 是 Lebesgue 可 积 的 , 且 


pb 
| fz)dz — | f Cn)dz, 
a a 


其 中 | jf CT) dr 表示 f 在 [a,5] 上 的 Lebesgue 积分 ， [fndz 表示 ff 在 [a,5] 


上 的 Riemann 积分 . 

证 明 因为 f(x) 是 测度 有 限 集 EE = [a,5] 上 的 有 和 界 洱 数 ,所 以 只 须 证 明 
f(z) 是 [a,6] 上 的 可 测 函 数 . 

由 于 f(x) Riemann 可 积 ,到 [ae,b 的 一 列 分 点 组 {D}, 其 中 Da 一 z 到 
zf 二 人 二 一 0DoC Dmn( 即 Dm 是 D, 的 加 细 ),6C(D。) 一 max {zi” 一 


I 四 }) 一 0Cm 一 00), 设 m"” ,Me" 分 别 是 fF 在 [zx 加 ,zx!”] 上 的 下 确 界 与 上 确 界 ,由 
Riemann 积分 的 定义 有 


i i 
四 mm b 
lim > mr 一 Z 人 2) = lim > RH Zn — zr) 一 | fx)dzr. 
mo 全 mo 全 a 
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令 {pm }， {pn } 为 如 下 的 函数 列 : 
人 ， TE (7z 加 ,zz ]; 
pm (并 ) 一 
Fa)， 工 一 a. 
1 9 TE (a ,TI™ ]; 
pn (XI) = 
fla), X= a. 
则 {pa} 和 (如 ) 是 [ae,o] 上 的 简单 函数 列 ， 
由 于 D, CCD, ， 故 当 区 间 长 度 缩小 时 ,上 确 界 不 增 , 下 确 界 不 减 ,所 以 
几 之 内 之 之 加 全 之 放 
gp. 
令 limy = 7,limgu 一 了 .那么 了 ,都 是 [a,6] 上 的 有 界 可 测 西数 , 且 了 过 f 
委 了 .所 以 了 一 了 /是非 负 Lebesgue 可 积 函 数 ,从 而 


| (F— fdr = | Far—| fdzr > 0， 
[a.b] 一 [oa ,要 [a,b] 一 


即 
了 > | , 
| 7 T xdr 
而 
| fndz>| pr) dz 
[ae,o] 一 [a'd] 
= Pm" Cz" — zx) > | fC dr(m— 00), 
i=] ® 
| ,Fondz <| yz)dr 
[a,6] [a;t] 
tm b 
二 DMI (z CO— zr ) -| f(x)dr(m— 00). 
i=1 4 
这 说 明 
加 6 
| Fir dr < | f(r dr | fr dz 
[a.6] a [ao 一 
即 


> f ， 
| , f(z)dr 之 | Fr) dz 
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所 以 
| .Fedz 加 | Andr， 
即 
| (F(z) — flr) dr =0. 
La,b] 一 


由 定理 5. 1.3 可 知 f = fa.e. 于 [a,b]， 进而 f= f= fa.e. 于 [a,b]. 
因此 f 在 [a,58] 上 可 测 , 从 而 了 在 [ae,o] 上 可 积 .并 且 


b 
dr 一 | , Fdz = | /dz 一 [ flr)dr. 


定理 5.4.2 有 界 函 数 f(x) 在 区 间 [a,b] 上 Riemann 可 积 的 充 要 条 件 是 
f(z) 在 [a,b] 上 几乎 处 处 连续 . 

证 明 取 [a,5j 的 单调 分 点 组 列 {D,}:D, C Dm, 其 中 D,:a 二 zs” 过 
ZX rb ,0D,) 一 max (zx 一 Xx 加) 习 0(n 一 00), 用 mi”,Mi” 分别 


i 


表示 f 在 [x 四 ,zx"”] 中 的 下 确 界 与 上 确 界 . 构造 两 个 图 数列 {9,), {J,): 
人 ， XE (xr,r"]; 
gn(X) 一 


Ja)， 工 一 4， 
2) 人 » XE (rx, zr" ]; 
了 /一 
fla), I=a. 


由 于 D, C Dn， 当 区 间 缩 小 时 ,上 确 界 不 增 ,下 确 界 不 减 , 所 以 
由宇 曙 宇 一 宇 电 之 … 之 ff 
gpg ff. 
令 limy, 一 了 ,limp, = 了 ,并 有 ff<7. 
必要 性 . 设 /在 [a,b] 上 Riemann 可 积 ,从 定理 5.4.1 的 证 明 过 程 得 到 了 = f 
a.e. 于 [a,b],f=f= fa.e. 于 [a,6b]. 
记忆 一 (zz| 了 天 ff 或 1 了 fx ELa,6j]), 则 mE, = 0,E, 是 分 点 组 列 {D,} 
中 所 有 分 点 的 全 体 , 则 E, 是 可 列 集 , 所 以 mE, == 0 .因此 E。== E! U E; 是 零 测 度 
集 . 往 证 当 z。E E。 时 , f(x) 在 xo 连续 . 
事实 上 ,对 任意 的 e>> 0, 由 zo E Eo, 则 limy, (zo) = limp(zo) = f(zo), 于 
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是 存在 正 整 数 N, 使 F(zo) 一 es< pnv(zo) 所 f(zo) 所 Yn(zo) < f(ro) 二 +e. 
因为 ze E E! U Dn, 所 以 存在 开 区 间 Jy = (zi ,zx 纹 ), 使 zo。€ In, 这 时 取 
6 二 min {zx 名 一 zo ;zo 一 xz) .对 任何 x E (xo 一 68,zo 十 6),， 有 
fx0) —e < pv(ro) = pn(x) Cf zr) EYn(7x) = Yu(zo) < fxo) te, 
因此 
| fx) — f(x) |< e, 
即 ze 是 f(x) 的 连续 点 .从 而 f(x) 在 [a,5] 上 几乎 处 处 连续 . 
充分 性 . 设 f(x) 在 [a,5] 上 有 界 且 几乎 处 处 连续 . 记 了 的 连续 点 全 体 为 E,， 
mEs 一 0 一 4a. 当 xzoE ER 时 ,对 任意 的 s > 0, 必 存 在 8 0, 使 得 x'E€ (zo 一 6， 
zo 十 6) 时 ,有 
flro)—e flr) < flr) te, 
因此 ,如 果 取 一 列 分 点 组 {D,) :D, CC _D ,6(D;) 一 0(n 一 oo), 只 要 6(D,) 二 6 
时 ,相应 于 这 个 分 点 组 ,所 作 的 相应 的 函数 p, ,y,, 便 有 
fz0) > p(T0) 2 f(x0) —e, 
fro) Chlx0o) SC fro) te. 
所 以 ， 
7zo) 一 lim 加 (zo) = f(xo), 
f(xo) 一 limg, (xo) = f(zo). 
即 对 任何 xz。€ ,了 (zo) 一 f(zo) = f(zo), 也 就 是 f= fa.e. 于 E. 
由 于 /是 有 界 的 ,所 以 存在 常数 M, 使 得 | | 二 M. 因 而 | 9 | 志 M, | vy | 二 
M .注意 到 ww -> f(n 一 00),J 一 f(n 一 00) .由 Lebesgue 有 界 收 合 定 理 知 


6 加 
SCD,) = (CR)| wdz = | bdr CD)| ,Far ; 
Sp) = (R)| pdz = | pdz— CD| faz. 
a [ay 的 [ab] 一 
因为 f= fa. e. 于 EE, 所 以 lim(SCD,) 一 SCD,)) 一 0 .因而 , f 是 Riemann 可 
积 的 . 
定理 5.4.1 告诉 我 们 , 若 f(x) 在 [a,6] 上 Riemann 可 积 , 则 必 Lebesgue 可 
积 , 且 
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| fC)ar = | ,fdz . 
这 说 明 Lebesgue 积分 的 确 是 Riemann 积分 的 延 拓 ,但 应 该 注意 定理 5.4.1 对 
于 广义 (Riemann) 积 分 并 不 成 立 . 


1 1 
n 十 1”n 


(n= 1,2,"), 则 f(z) 在 (0,1) 上 广义 Riemann 可 积 ,但 fx) 在 (0,1) 却 不 是 
Lebesgue 可 积 的 . 
证 明 从 广义 Riemann 积分 而 言 ， f(x) 在 (0,1) 上 的 可 积 性 相当 于 级 数 


例 5.4.1 设 f(x) 定义 在 (0,1) 上 , 且 在 | ) 上 ， fz) = (— 1)m 


加 (一 Dm ( 友 一 十 了 = 总 生 季 和 的 收敛 性 .而 级 数 全 是 收敛 的 ,所 以 
在 (0,1) 上 广义 Riemann 可 积 . 


然而 对 于 Lebesgue 积分 来 说 ,我 们 考虑 | f|, 对 于 非 负 可 测 函 数 | f|, 由 于 
lim| [If ll,dz> tim |, /flldz 


| 
sk 
ba 
- 
Py 


所 以 |f| 不 是 Lebesgue 可 积 的 ,由 Lebesgue 积分 的 绝对 可 积 性 可 知 , 了 也 不 
是 Lebesgue 可 积 

这 个 现象 的 原因 在 于 Lebesgue 可 积 函 数 具 有 绝对 可 积 性 ,所 以 Lebesgue 积 
分 是 一 种 绝对 收 和 敛 积分 ,没有 条 件 收 敛 的 概念 ,而 Riemann 积分 则 不 然 ,Riemann 
广义 积分 不 必 为 绝对 收敛 的 . 因此 Lebesgue 积分 虽 是 Riemann 积分 的 推广 , 却 非 
Riemann 广义 积分 的 推广 . 

尽管 如 此 ,我们 有 下 面 的 结果 : 

定理 5.4.3 [a,5] 上 广义 Riemann 可 积 ( 简 称 尺 可 积 ) 郴 数 f(x) Lebesgue 
可 积 ( 简 称 工 可 积 ) 的 充 要 条 件 是 | f(x) | 广义 R 可 积 , 且 此 时 两 个 积分 的 值 相 
等 . 
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证 明 不 失 一 般 性 ,我 们 设 f(x) 在 [a, 妇 上 仅 在 z 一 总 的 邻 域 中 无 界 . 
必要 性 . 设 /(z)L 可 积 , 则 当 a 达 w=b 时 , f(x) 在 [a, 罗 上 有 界 R 可 积 , 从 而 
L 可 积 , 由 工 积 分 的 绝对 可 积 性 可 知 , | f(x) | 在 [4a, 思 上 工 可 积 , 且 


Bf | f(x) | dz = | cz | dz 
a 好 


[a， 
< Df | f(z) | dz 
<< 十 co . 
所 以 limCR) | f(z) | dz 存在 ,因而 | f(x) | 在 [ac, 拉 上 广义 及 可 积 . 
Tm™b a 


充分 性 . 设 | f(z) | 在 [a,5j] 上 广义 RR 可 积 , 往 证 f(x) 在 [a,b] 上 上 可 积 . 选 
取 点 列 {加 ) ,使 < 委 因 所 六 且 六 二 六 所 一 DC 一 ceo) . 
作 函 数 
f(z), arr; 
fe 下 三 TEb, 
则 limf,《x) 二 f(z),x E€ [a,bj, 并且 f(x) 在 La,b] 上 有 界 R 可 积 , 从 而 由 定理 
5.4.1 可知 , f(z) 在 [a,6bj] 上 工 可 积 ,因而 | f(x) | 在 [a,8] 上 工 可 积 ,由 |f(z)| 
广义 尺 可 积 ,可 设 


b 
cR)| | rz | dx = A <+o%, 


Df APcop 1dz= B11 deA. 


因为 {| ,1) 是 [a,6] 上 的 单调 增加 函数 列 , lim | fCz) | 一 | fz) | .由 Levi 
定理 可 知 


| | f(x) | dz = iim)| | fC dz 二 A， 
[a.6] N00 [a.6] 
即 | f(x) | 在 [a,6] 上 工 可 积 , 亦 即 f(x) 在 [a,6] 上 上 可 积 .下 面 证 明 
| fz) dr = CR)| f(x)dz. 
La,b] a 


事实 上 ,因为 | f(x) | 过 | f(x) | ,n= 二 1,2,…，, 由 Lebesgue 控制 收敛 定理 得 
到 
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| (zydz 一 limCL)| fr) dx 
[a,b] noo [a;b] 
= lim(R)|" f(x)dz 


b 
= CR)| 7Cz)dz， 


需要 指出 的 是 ,对 于 无 穷 限 的 广义 R 积分 也 有 同样 的 结论 , 其 证 明 也 完全 相 
似 , 仅 需 取 坊 一 oon 一 吕 ) 代替 w 一 b(n 一 00). 


例 5.4.2 设 f(x) 一 sin x 7 ¢ (0,00), 则 f(z) 在 (0,co) 上 广义 RR 可 积 ， 
在 (0,co) 上 却 不 是 广义 工 可 积 的 . 
证 明 ”由 狄 利克 雷 判别 法 知 CR)|- Sm dz 收敛 , 即 f(x) 一 加 在 (0,co) 


上 广义 R 可 积 . 
Sin 工 sinx _ 1 cos2x ”1 、 ”cos 27 
因为 ?|> sm 一 盐 22 ,由 | 到 dz 发 散 、 Be) ox dz 
收 伍 知 | i z | dz 发 散 . 因此 由 定理 5. 4. 3 的 说 明知 f(z) 一 Sm 工 在 (0,co) 上 


不 是 广义 工 可 积 的 . 
例 5.4.3 求 极限 me Te sinrardz， 


解 设 f(x) = sinsnz ,XE1[0,1], 则 (f(x)} 是 [0,1] 上 连续 函数 


Ta 


列 ,所 以 CR) | 下 3 sinznrdz 存 在 且 与 | 一 ?区 ”sin;nzdz 的 值 相等 . 又 因 


J Te 
为 


5 
E 


1 
2 


nz 
一 < 
工 十 722x Te > 27 


nz i 2 一 一 
sz|< 一 ”六 3 ， 
而 序 z 二 在 [0,1] 上 可 积 , 且 lim [zz sinmmr 一 0,zeE [0,1]， 


由 Lebesgue 控制 收敛 定理 得 


1 


1 到 
lim (R) sinszzdz = lim sin:nrdz 


| 二 | 
meo 0 工 十 72272 nooy [0,1] Te 2 
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1 
» 72 2 - 
一 |, | (lim TH sin' nr }dz 


一 | 0dx 二 0. 
[0,1] 
5.5 Fubini 定理 


在 Riemann 积分 理论 中 ,我 们 讨论 过 重 积分 与 累 次 积分 的 关系 ,如 果 了 是 矩形 
{zyy) |a 委 工 委 bc 生生 dzy) 在 工 上 连续 , 则 


b d ad b 
| fr, drdy =| dz| JCzyvy)dy = | ay| flz,y) dr. 


本 节 讨 论 的 主要 问题 是 要 对 Lebesgue 积分 建立 相应 的 定理 , 即 Fubini 定理 . 
我 们 会 发 现在 交换 积分 顺序 这 个 问题 上 ,Lebesgue 积分 要 求 的 条 件 要 比 Riemann 
积分 的 要 求 少 ,这 是 Lebesgue 积分 的 方便 之 处 . 
定义 5.5.1 设 ACR’,BC R 是 两 个 非 空 点 集 , 则 R?™ 中 的 点 集 {Czyy) | 
XEAhA,yE€B} 称 为 A 与 B 的 箔 卡尔 乘积 , 记 作 AxXB. 
R2: 中 的 矩形 了 = {(zx,y) |a 委 zz 委 bc 委 yy 委 d) 就 是 La bxX[Lc,d]. 
定义 5.5.2 设 EC Rm,zx。€ R* 是 一 固定 点 , 则 称 Re' 中 的 点 集 EE = {y | 
yE€E Ri,(zxo,y) EE} 为 EE 在 x。 处 的 截 口 . 
定理 5.5.1 若 E 是 R?* XR == Rm 中 的 可 测 集合 , 设 m(x) 二 mE;, 则 m(zx) 
是 R* 上 几乎 处 处 有 定义 的 可 测 函 数 ,并 且 mE 一 | ,mCz)dz， 
证 明 (1) 瑟 是 有 界 可 测 集 . 
(iD 五 为 左 开 右 闭 的 区 间 ， 
设 记 = AXAi, 其 中 人 A,Ai 分 别 是 R* 和 R" 中 左 开 右 闭 的 区 间 , 则 
| ， TEA; 
正 : = 一 
GO, rEA. 
这 样 对 所 有 的 x E R*,E, 是 Re 中 的 可 测 集 , 且 


|IA|, zxzE€A; 
mE, = | 
0， rEA, 
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所 以 mE 为 R* 上 的 简单 函数 ,因而 可 测 , 且 

mE =| AXA I=IAl|A I= | mEdr+|, mE.dr = | mE,dz. 

(ii 五 为 开 集 . 

设 已 一 电大 ,其 中 (大 ) 是 互 不 相交 的 左 开 右 闭 的 区 间 列 . 则 已 = 口 (T)。. 由 
(可 知 对 所 有 的 z E Re， 各 (7); 是 Re 中 的 可 测 集 , 所 以 已 也 是 Re 中 的 可 测 集 . 
又 因为 各 (FT)。 互 不 相交 ， 所 以 

mE, = Dm (1;),. 


由 (iD 可 知 各 m (1;), 都 是 R?* 上 的 可 测 函 数 ,所 以 mE,; 也 是 R 上 的 可 测 函 数 ， 
且 


mbE = Pm, 一 Dm (1;),.dz. 
由 Lebesgue 逐 项 积分 定理 ,有 
> Gy.dz=|, Pm C1)sdr = {mEsdz. 
所 以 
mE = | mE.dz. 

(iii) 下 为 Cs 型 集 . 

设 已 一 们 G,, 其 中 各 G, 是 Re 中 的 开 集 , 令 G; 二 站 G,, 则 G; 仍 是 开 集 ， 
E= 人 Gy , 且 G? 了 Gi 刁 … 汪 Gi…, 则 EE 一 站 (G; )。, 由 (这 可 知 对 所 有 的 z 
E Re ,各 (G2 ), 都 是 Re 中 的 可 测 集 ,所 以 E, 也 是 Re 中 的 可 测 集 . 又 因为 mn 
(GT ), 之 co《〈 巨 是 有 界 集 ), 且 (CT ); 沪 (G2 ) 汪 … ,所 以 mE = limm (G; ),. 


由 (让 可 知 ,各 m(G; ), 都 是 R?* 上 的 可 测 函 数 ,所 以 mE,; 也 是 R* 上 的 可 测 函 
数 . 且 


mE = limmG; = lim| ,m (G; ).dz. 
n>oo nooy BR 
设 f(z) 二 m (G7 ), 一 m (G7? );, 则 {f(zx)} 是 及 上 的 非 负 可 测 函 数列 ， 
fa CX) 过 fat (xX) ,n 一 1,2,…， 
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且 
limf, (x) = m (Gr ),— mE,. 
由 Levi 定理 有 
lim| 六 (xz)dz = | lim 六 (CCz)dzr， 
hrwco RP RP "一 cc 
即 
lim| m (GG; ) .dx 一 | mE,dxr, 
n=20y RP R2 
所 以 


mE = | mE,dz. 
(iv)E 是 Rr" 中 的 零 测 度 集 . 则 有 R“ 中 G; 型 集 G 导 EE, 使 mG 一 E) = 0， 
由 mE 一 0 知 mG 一 m(G 一 E) 十 mE 一 0, 由 (ii 可 知 0 一 mG 一 | ,mG.dz, 所 以 
mG 二 0 a.e. 于 R .于 是 由 EE, CG,, 就 有 mE, = 二 0 a.e. 于 R?* .因此 
mE = | mE,dz. 
(v) 五 是 一 般 有 界 可 测 集 . 
设 EFC R”* 是 有 界 可 测 集 , 则 存在 Cs 型 集 G, 使 G 沪 E, 且 ml(G 一 FE) = 0. 
则 E = G 一 (G 一 E),G 是 G; 型 集 , G 一 上 是 零 测度 集 . 
由 于 E,==G. 一 (G 一 EE),, 依 Gi 和 (iv) 可 知 E, 是 R’ 中 的 可 测 集 a.e. 于 及. 
又 因为 
mE, 一 mG — mm (GO— EE), 
= mGa.e. 于 R?. 
由 Gi 让) 可 知 mE; 是 R* 上 几乎 处 处 有 定义 的 可 测 函 数 ,并 且 
mE = mG = | ,mG dx 一 | mE,dz 。 
(2) 五 是 无 界 可 测 集 
设 E, =EN K,， 其 中 K, 一 {XI SX2 9 9 Tprg | | Xi [| 委 M, 一 1,2,"" ,Pp 十 g}. 


则 E, 是 EE 的 有 界 可 测 子 集 . E 一 U E,,E, C Enni(m 之 1). 
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因此 EE, 一 U (EW),,(E,), C (Em),(m> DD). 
从 而 对 于 R* 中 使 (E), 都 可 测 的 x 有 
mE, = limm (E,),. 
由 (1) 可 知 mw (E,), 是 R* 上 几乎 处 处 有 定义 的 可 测 函数 ,并 且 | ,m (Ew),dz 
一 mE。， 因此 mE,; 也 是 R* 上 几乎 处 处 有 定义 的 可 测 函 数 , 并 且 
| mE.dz = |, limm (E,),dz. 
由 Levi 定理 有 


| limm (Edr = lim| sm (Es),dz 
mJ Rf 


RP ne 


= limmE, 
mE. 
从 而 
mE 一 | mE.dx. 
定理 得 证 . 


定理 5.5.2 设 A,B 分 别 是 R?,R’ 中 的 可 测 集 , 则 AXB 是 R”" 中 的 可 测 集 ， 
且 m(AXB)= mA mB. 此 处 当 mA ,mB 中 有 一 个 为 零 时 ,不 论 另 一 个 是 否 有 限 ， 
mA。zzB 都 理解 为 零 . 

证 明 (1) A,B 都 是 有 界 可 测 集 . 

A,B 是 有 界 可 测 集 , 则 存在 R* 中 的 有 限 区 间 工 和 Rs* 中 的 有 限 区 间 I* 使 AC 
I,BCI*. 

因为 AC R*,B CR’ 是 可 测 集 ,对 任意 的 e > 0, 存在 R* 中 的 开 集 G 及 闭 集 
下 和 R* 中 的 开 集 G” 及 闭 集 下 ,使 

FCACGCIF*CBCG*CI, 

且 


€ * __ mx € 


因此 分 别 存在 R* 和 Rs* 中 的 开 区 间 列 {1} 及 {17 ) ,使 


m(G—F)< 
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G—FCU 1,G"—F* CUI:, 
i 二 i=1 


且 
< T’ Dn <aT7T 
不 难 证 明 GXG" 与 xXF* 分 别 是 R2 中 的 开 集 与 闭 集 , 且 
GxG': 一 FxF' =Gx(G: 一 F)U(G 一 说 XF， 
CIXG—F)U(G—F)xI: 
CU IxXT)UU UxT), 
以 及 


SD IDDII<e 
由 此 m(GXG* 一 FXF*)<e. 
这 证 明了 对 任意 的 e 汪 0, 有 RR” 中 的 开 集 G XG" 、 闭 集 FxF"*, 使 
FxFE" CAXxBCGxG'， 
且 m(GXG* 一 FXF’*)< 二 ae, 因 此 AXB 是 Rr 中 的 可 测 集 . 
因为 A x B 是 可 测 的 ,由 定理 5.5.1 可 知 , 对 于 x ER 有 
全 GE Ai 
(A x B), = - 
CO， rE€A. 
所 以 


m(AXxB)= | ,mm (A xX B)dr 
R 


一 | mBdzx 
A 


~mA. 
(2) A,B 中 至 少 有 一 个 是 无 界 可 测 集 . 
此 时 A,B 可 以 表示 成 一 些 互 不 相交 的 有 界 可 测 集 的 并 A 一 U Ai,B 二 U B,. 
例如 , 若 A 是 无 罩 集 , 令 EF, 一 (S, 一 S.1) 站 A, 其 中 S, 是 R" 中 左 闭 右 开 的 球 ， 
此 时 A 一 U Ei, 各 E; 互 不 相交 .于 是 
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AXB— (UA)xX(UB)=U (AxB,). 


m(AXB)=m(U AxB,) 


一 mA， 。 mB, 
ed 


一 (DmA,) x (CDF mB,) 
mamBe 
定理 得 证 . 
定义 5.5.3 设 FGz) 是 已 CR 上 的 非 负 函 数 , 则 R… 中 的 点 集 {(z,z) |zE 
E,0 之 z 过 f(z)}, 称 为 f(x) 在 EE 上 的 下 方 图 形 , 记 为 G(E, 有 . 
定理 5.5.3 ( 非 负 可 测 函 数 积分 的 几何 意义 ) 设 F(z) 为 可 测 集 ECR"* 上 
的 非 负 可 测 函 数 , 则 
(1) f(x) 是 已 上 可 测 函 数 的 充 要 条 件 是 G(E, 户 是 Rr' 中 的 可 测 集 ; 


(2) 当 f(x) 在 巨 上 可 测 时 ， | ceaz = mGCE， 让. 


证 明 设 Fz) = c (常数 ),c 守 0, 则 

Ex[0,c), co0; 
OZ， c= 0. 
所 以 由 定理 5.5.2, G(E, 了 /) 是 R 中 的 可 测 集 . 


G(E, f) -1 


设 f(z) 是 E 上 的 简单 函数 ,这 时 EE 一 U E;, 各 E; 是 的 互 不 相交 的 可 测 子 


集 , 在 EE 上 f(x) 一 c(i==1,2,…sm) .总 有 G(E, 有 ) 一 U G(E,, 让 ,所 以 GCE, 放 
是 可 测 集 . 

设 f(x) 是 非 负 可 测 函 数 ,那么 存在 简单 函数 列 {gp,(7)},0 委 or(Cz) 委 
gw(z) 壕 …, 使 imgu(z) = f(z),z€E. 

不 难 证 明 , C(E,p) C G(E,z) C…, 且 U GCE,m) = G(E,/). 

已 知 各 G(E,qs) 是 可 测 集 , 所 以 GC(E, 了/) 是 可 测 集 . 
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反之 ,如 果 G(E, 了 ) 是 可 测 集 ,由 定理 5.5.1 可 知 mG(E, 让 : 是 在 R" 中 几乎 
处 处 有 定义 的 可 测 函 数 , 且 


f(x), rEE; 
mol(E,f). = _ 
0， EE. 


所 以 f(x) 在 EE 上 可 测 , 且 
| epadz = mG(E,N. 
推论 1 设 f(x) 为 已 CR 上 的 可 积 函 数 , 则 
| .redz= mGE,f')— mG(E,f). 


推论 2 ”可 测 函 数 f(x) 在 ECR" 上 可 积 的 充 要 条 件 是 mG (E, 广 ) 与 mG(E,， 
广 ) 都 是 有 限 的 . 

定理 5.5.4(Fubini? 定理 )(1) 设 F(zp) = FGzy) 在 4AXBCRIXR" (4A,B 
分 别 为 R" 与 R” 中 的 可 测 集 ) 上 非 负 可 测 , 则 对 a.e. 的 zEA,FGz,y) 作 为 ?的 函 
数 在 B 上 可 测 , 且 


| fpdp =| dz| Crzyy)dy， 
AxXB A B 
当然 ,对 a.e. 的 y€ B,f(z,y) 作为 z 的 函数 在 A 上 可 测 , 且 
| fpydp =| dy| Fozyy)dz， 
AxB B A 
即 
| = | ay| fc)dz. 
(2) 设 F(p) 一 zy 在 4AxBCRXR" 上 可 积 , 则 对 a.e. 的 x€A,flz， 


y) 作为 y 的 函数 在 也 上 可 积 ,又 | /jz,y)ay 作为 z+ 的 函数 在 A 上 可 积 , 且 
| rodz 加 | dz fers wdy 


同样 ,对 a.e. 的 yeE B, f(x,y) 作为 x 的 函数 在 A 上 可 积 ,又 | f(z,y)dz 作 


@ 富 比 尼 (Fubini,1879 一 1943) ,意大利 数学 家 . 
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为 y 的 函数 在 B 上 可 积 , 且 
从 而 
| zz| fCz,wdr = | dz| fr,wdy. 
证 明 (1) 由 定理 5.5.3 可知, G(A XB,f) 是 Rm"! 中 的 可 测 集 , 且 
mG(AXB,N=| fpdp, 
由 定理 5.5.1 有 
mG(AXB,N = | .mG (A XB, Nsdr, 


其 中 , mG (A x B,f); 是 A 上 几乎 处 处 有 定义 的 可 测 函 数 ,由 于 


R™! G(AXB,7) 人 工人 Ai; 
ED) ,ff); = - 
2 rE€A. 


所 以 G(A XB, 有 ); 是 将 xz 固定 后 , f(x,y) 看 做 是 y 的 函数 时 ,在 B 上 的 下 方 图 形 
G(B,f(x,y)(z 固定 )), 于 是 当 G(AXB, 了 有 ); 可 测 时 ,由 定理 5.5.3 有 
mG(AXxB, 内 ,= 二 mG(B,f(zx,y) (x 固定 )) 


一 | 。 
所 以 
| Acpyde = mG(AXB, 放 
= | .mG (AX B, fdr 


= | .mc (A XB,f) .dz 


=| dz| flr,ydy. 
A B 
(2) 设 f(p) 在 AXB 上 可 积 ,; 则 扩 (p), 广 (p) 在 AXxB 上 也 可 积 , 所 以 


| fpap =| f+ (padp -| f- (padp 
AxB AXB AxB 
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= | dz| f° (zpdy —| dz| f° (zy)dy 
A B A B 
一 | azd| 六 dy 一 | 广 dy) 
= | az| (fdy 
A B 
=| dz| flxr,y)dy. 
A B 
定理 得 证 . 
.2 
[二 十 光 7 定义 在 (0,1) X (0,1) 上 .证 明 f(x,y) 在 
(0,1) X (0,1) 上 不 是 可 积 的 . 


例 5.5.1 设 f(x,y) 一 


证 明 如 果 f(z,y) 一 让 二 和 7 在 E 一 (0,1) X (0,1) 上 可 积 , 则 由 Fubini 
定理 ,应 有 


| dz| fz,ydy = | dy| flrsy) dr, 
(0,.1) (0.1) (0.1) (0,.1) 


1 
1 一 开 
jd wwf Tdy | IF 4” 


1 
一 | 一 1 一 一 工 
Ji» ww Td 加 | 1 Fy 4 


1. 设 PP 为 (0,1) 上 的 康 托 集 ， 


zs， 当 zEP; 
ro = 
a 当 zxEP. 


计算 | sf CT dr 
2. 若 f(x) 定义 在 [0,1] 上 ， 
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zx?， zz 是 大 于 寺 的 无 理 数 ; 


1 2) 一 |z?， 了 是 小 于 于 的 无 理 数 ; 


0， ”是 有 理 数 . 
计算 | fC dr. 


3. (1) 证 明 函 数列 f,(x) = (nn 二 1,2,…) 在 [0,1] 上 不 一 致 收敛 . 


7 
1 工 十 722 和 
(2) 证 明 lim| Td — 0. 
4. 设 {f,(z)} 是 上 非 负 可 积 函 数列 ， limf, (zx) = f(x)a.e. 于 E, HH 


| f(x)dzr < M (CM 为 常数 ). 证 明 f(z) 在 E 上 可 积 , 且 | .7Cz)dz < M 


5. 设 {f(z)) 是 巨 上 的 可 测 函 数列 , 且 > | | f(x) | dz < co .证明 


(1) ljim AP(z) 一 0a.e. 于 FE; 


(2) 5,(z) 是 已 上 的 可 积 函数 , 且 | 2 7Cz)dz = > | cz)dz， 


n=1 


6. 设 mE 二 oo,f(z) 在 EE 上 可 积 ， en 一 EL| f | 衬 nj， 则 limmme, 二 0. 


E 上 可 积 的 充 要 条 件 是 》) |n|mE, < co . 


万 一 一 co 


8. 设 {f,(z)} 是 巨 上 非 负 可 积 函数 列 , 若 lim| f(z)dz 一 0, 则 f(z) 一 >0. 


.~ 1 
sin -一 


9, 设 f(z) 二 一 二 ,0 二 x 之 1, 讨论 a 为 何 值 时 , f(x) 为 (0,1) 上 工 可 积 函 


z 


数 或 不 可 积 函 数 . 
10. 设 mE 关 0,f(x) 在 EE 上 可 积 , 如 果 对 于 任何 有 界 可 测 函 数 p(x), 都 有 


| fC pr dz 二 0 , 则 f(x) = 二 0a.e. 于 E. 
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11. 试 根据 了 二 一 (1 一 户 十 (一 x) 十 …,0 二 x 之 1, 证 明 In2 二 1 一 十 十 


1 1 
本 一下 


12. 设 f(x) 在 EE 上 可 积 , f > 0 a.e. 于 E, 且 | f(x)dz 一 0, 证明 mE =0. 


13. 设 g 和 hh 都 是 EE 上 的 可 积 函数 , /是 E 上 的 可 测 函 数 , 且 g 志 f 志 ha.e. 


于 EEF, 则 了 在 E 上 可 积 . 
14. 设 ff 在 上 可 积 , g 在 E 上 可 测 , 且 一 过 a 二 gg 三 6<< 十 吕 ，, 证 明 存 在 


cia<<c<D, 使 得 | g1f1dr 一 < ,| fldxr. 


、 1 zr? 1， 二 1 加 
15. 证 明 | 1 二 了 Im 地 dz 一 2 Dim p> 1) 
16. 设 mE 二 oo,{f,(x)) 是 巨 上 的 几乎 处 处 有 限 的 可 测 函 数列 ,证明 
. | f(x) | TI mm 
17. 设 由 [0,1] 中 取出 nn 个 可 测 子 集 EEi ,Es,…,E, .假定 50,1] 中 任 一 点 至 少 


属于 这 个 集中 的 g 个 , 试 证 必 有 一 集 , 它 的 测度 大 于 或 等 于 2 . 


18. 设 f(x) 在 [0,1] 上 可 积 , 若 对 任何 c(0 二 c 二 1), 都 有 | reodz 二 0, 则 
有 f(x) ==0a.e. 于 [0,1]， 


19. 证明: lim| — d=1. 
二 二) 人 


20. 在 D: 一 1 过 xX 志 1, 一 1 之 y 过 1 上 定义 
TY ， ， 
ee x 十 y 0; 
0， 0 
则 f(z,y) 的 两 个 累 次 积分 存在 且 相 等 ,但 f(x,y) 在 D 上 不 可 积 . 
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第 6 章 微分 与 不 定 积分 


在 数学 分 析 中 的 一 元 函数 积分 理论 中 有 下 面 两 个 基本 定理 ,揭示 了 微分 与 积 
分 的 运算 关系 ， 


(1) 车 f(x) 在 [a, 拉 上 连续 , 则 函数 GCz) 一 | fa 在 [a,8] 上 可 导 , 且 
G(x) = f(z). 


(2) 如 果 G(z) 是 具有 连续 导数 的 函数 ,f(x) = G'(x) , 则 等 式 | fa 一 


Gdz) 一 Ga) , 即 | cpu 二 G(x) Gla) 成 立 . 


现在 我 们 知道 [a,5] 上 Riemann 可 积 函 数 除 去 一 个 零 测 度 集 外 都 是 连续 的 ， 
(1) 是 说 对 于 一 个 尺 可 积 函 数 f(x) 先 积分 再 微分 除去 一 个 零 测 度 集 外 都 是 可 以 
还 原 的 ,(2) 是 说 一 个 函数 G(Cz) 的 导 隧 数 G'(z) 在 [a,5] 上 可 积 时 , 先 微分 后 积 
也 可 以 还 原 (至 多 相差 一 个 常数 ). 

现在 有 了 Lebesgue 积分 理论 ,自然 地 会 产生 以 下 两 个 问题 

(1) 对 于 一 个 可 积 函 数 f(x) , 设 G(z) = [fa ,ze [a,6]. 是 否 有 
G(x)= f(x) a.e. 于 [a,b]. 

(2) 在 什么 情况 下 ,给 定 的 函数 GC(z) 具有 可 积 的 导 函 数 G (zxz) 二 f(x) ,并 且 
使 [ f(Ddt 二 G(x) 一 Gla) 成 立 . 当然 ,我 们 现在 只 要 求 G(x) 的 导 函 数 是 在 几乎 
处 处 的 意义 下 存在 . 

本 章 的 主要 内 容 就 是 研究 这 些 问题 . 

因为 GCz) 一 [fa = | Cd 一 | 广 (2)di ;而 fr (Dd 和 | (dt 
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都 是 zx 的 单调 增加 函数 ,因而 研究 G(x) 的 可 微 性 就 要 考虑 单调 函数 的 可 微 性 , 因 
此 ,对 间 题 的 讨论 就 从 这 里 开始 . 


6. 1 单调 函数 的 可 微 性 


1. Vitali? 定理 


定义 6.1.1 设 互 是 R 中 的 一 个 点 集 , 工 = {qd}) 是 R 中 长 度 为 正 的 闭 区 间 所 
成 的 集 , 如果 对 任意 的 x € E ,总 有 一 个 区 间 列 {d) CT, 使 YE€d,(nE€N')， 
limmd, 一 0 , 则 称 荆 是 E 的 一 个 Vitali 覆盖 . 

定义 6.1.1 ” 设 E 是 R 中 的 一 个 点 集 , T= {q) 是 FR 中 长 度 为 正 的 闭 区 间 所 
成 的 集 . 如 果 对 任意 的 x € EE 及 任意 的 e >0 ,都 有 deET, 使 xzEd 且 md 天 se， 
则 称 工 是 E 的 一 个 Vitali 覆盖 . 

定理 6. 1. 1(Vitali 覆盖 定理 ) 设 ECR ,如 果 m*E<oo ,本 是 EE 的 一 个 Vi- 
tali 覆盖 , 则 可 选 出 互 不 相交 的 区 间 列 {d,} CT ,使 

m(E—l de) 一 0. (6.1.1) 

证 明 由 于 m*E 过 oo ,可 取 开 集 G ,使 ECG 且 mnmG<c , 令 人 一 (dd 
ETdCG)}. 

由 于 G 是 开 集 , 工 是 互 的 Vitali 覆盖 ,所 以 TT 仍 为 巨 的 Vitali 覆盖 ， 

任 取 di € T) ,如 果 已 有 mm(E 一 di) = 0 , 则 定理 得 证 . 否则 令 

n= sup {md|ldE€ Tadfd = 0}, 


则 0 二 ni 过 mG 二 , 取 d; E TT ,使 md 之 本 mm 且 由 站 = 他. 


如 果 {di ,qd;) 满足 式 (6. 1. 1), 则 定理 得 证 . 否则 ,再 作 下 去 ,一 般 地 ,如 果 di， 
dz 1 已 由 了 中 取出 而 不 满足 式 (6. 1. 1), 则 令 
7 一 SUP {md | d EE Ti,d 门 d; 一 OO ,i 一 1,2，……7) 9 


@ 维 他 利 (1875 一 1932) ,意大利 数学 家 . 
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则 0 到 盖 <co ,再 取 d ET ,使 md > ; 且 有 dni Nd; = 0O,j)=1, 


2 ,Nn. 

如 此 继续 下 去 ,车 在 某 一 步 取 出 的 有 限 个 闭 区 间 4di,d;,…,d， 满足 式 
(6.1.1), 则 定理 得 证 . 否则 由 归纳 法 便 会 得 到 一 列 闭 区 间 {di). 

往 证 {qd ) 满足 式 (6. 1. 1). 

因为 {di ) 中 各 di 互 不 相交 且 {di}CCG ,所 以 有 
Sma, =—m(U d)<mG < ~. 


k=1 


因此 对 任意 的 e > 0 ,存在 由 之 0 ,使 mdi 二 专 .车 EE 一 Ud 一 入 , 则 


二 ni 十 1 


{d:} 满足 式 (6. 1. 1). 否则 , 任 取 y € EUd: ,存在 d, € TT, ,使 yE€ d, ; 且 d, Nn 
d; = ;J 一 1,2,. ,no . 可 以 证 明 存 在 n> no ,使 NN d; 关 O .事实 上 ,如 果 对 
任何 ?>z ,总 有 dd, 门 d, 二 他, 则 由 vr, 的 定义 与 {di) 的 构造 有 md, 志 7, 声 
2mdsti ,然而 > mdi < co ,所 以 md 一 0(k 一 00) .从 而 md, 二 0 ,这 与 md, 之 0 
矛盾 . 
令 = min (k | d, 门 di OG,k> no} ; 令 zh 是 du 的 中 点 , 则 
| y— x [< md + ma 9 

因为 mad» E {md | dN d; 一 Oj 二 1,2,… ,ko 一 1)》 ,所 以 md,<ri 12mde , 因 


而 


Cy — x4) < mdy + Fmdi, < Fmd . (6.1.2) 
设立 是 de (k= 1,2,…… ) 的 中 点 ,对 每 一 个 & 之 mm ;et 是 以 Xi 为 中 点 ,mes 一 


5md4 的 闭 区 间 . 由 于 如 > m , 且 由 (6.1.2) 式 有 yy € eu CU，e ,因此 


E—U di C U Ep， 
天 一 mp 十 1 


m( Ue)< 了 >， me, 一 5 > md <e, 


k=no+l 一 ?0 十 1 


。 162 。 实 变 消 数 


所 以 


m(E—U di) = m’* (EU di) 去 ml U， ex)= 0. 

定理 得 证 . 

Vitali 覆盖 定理 也 可 以 写成 下 面 的 形式 ， 

定理 6. 1.1'(Vitali 覆盖 定理 ) 设 下 CR ,如 果 和 六" 瑟 一 co ,TT 是 EE 的 一 个 
Vitali 覆盖 , 则 对 于 任意 的 e 汪 > 0 ,都 可 以 从 工 中 选 出 有 限 多 个 互 不 相交 的 闭 区 间 
did:， 0 ,使 

1 (EU di) < e. 
在 定理 6. 1. 1 的 证 明 过 程 中 , 取 m 汪 0 ,使 >, mdi 二 e , 则 
mm (下 一 U dd)<m’ (GE 一 U dd)+m( Ud)<e. 
定理 得 证 . 
2. 单调 函数 的 可 微 性 


定义 6.1.2 设 f(z) 是 定义 在 区 间 [a,6b] 上 的 有 限 函 数 ， Xo EE [ab , 若 存 


下 数列 h, 一 0(R 和 0) ,使 极限 
lim fxo 2 — f(xo) _ 1 


noo 


存在 (有 限 , 一 co 或 十 ce ), 则 称 4 为 f(x) 在 zo 的 一 个 列 导 数 , 记 成 4 一 Df(zo). 
列 导数 Df (zo) 与 数列 h, 的 取 法 有 关 . 如 果 f(zx) 在 zo 的 一 切 ( 可 能 存在 的 ) 列 导 
数 相 等 , 则 称 f(x) 在 xz。( 广 义 ) 可 微 . 如 果 这 些 可 能 的 列 导 数 相等 且 有 限 , 则 称 
f(x) 在 x。 可 微 . 
引 理 1 设 f(x) 为 [a,6] 上 的 严格 增加 函数 ,如 果 对 于 ECLa,6b] 中 的 每 一 点 
Z ,存在 一 个 列 导数 Df (zx) 委 p(p 之 0) , 则 
m’ f(E) < pm’E. (6. 1. 3) 
证 明 任 取 常 数 加 这 训 , 设 zoE 王 , 则 由 列 导数 定义 ,有 数列 {h,} ,hs 一 
0Cn 一 oo) ,满足 
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no 


= Df(zxo) < po. (6. 1. 4) 


n 


另 一 方面 ,对 任意 的 。e 守 > 0 , 取 开 集 G ,满足 
ECG,mG <m’E+te. (6.1.5) 
记 d,(zxo) 二 [zxoyzo 十 hj] ,As(zo) 二 [f(xro),f(zo 十 h,)] ,它们 都 是 闭 区 间 ， 
因为 在 {h,) 中 总 能 抽出 一 个 同 号 的 子 序列 {h,) ,使 式 (6. 1.4) 成 立 , 所 以 不 妨 设 
h, > 0(n EN+) . 
由 于 f(x) 是 增 函 数 , 所 以 f[d,(xo)] CA,(zxo) ,md,(xo) 一 0(n 一 00) , 且 G 
是 开 集 ,因此 对 一 切 充分 大 的 n ,有 


d, (xo) CG 9 f(x 


二 


不 妨 设 上 面 两 个 关系 式 对 一 切 n 同时 成 立 , 于 是 有 mA, (xo) < pomd, (rzo) . 
因而 mA, (xo) 一 0(n 一 00) .这 样 , 闭 区 间 集 {A, (x) | EE} 依 Vitali 意义 覆 
盖 f(E) ,因而 由 Vitali 定理 ,可 取 互 不 相交 的 区 间 列 {A, (x;)) ,使 
m[f(E) UA, (zi)] =0. 
从 而 有 


mi f(E) < PD mas Cx) < po Dmds x) = pomlU ds, (xi)). 
i=1 i=1 


由 于 U du (zi) CG ,由 (6.1.5) 式 有 
m’ f(E) < pomG < polm’ Ete). 

令 e->0,po 一 户 , 有 m’* f(E) 之 pm 已. 引 理 得 证 . 

引 理 2 设 f(x) 为 La,6b] 上 的 严格 增加 函数 ,如 果 对 于 ECLa,6b] 中 每 一 点 
x ,存在 一 个 列 导数 Df (xz) 之 qlg 之 0) , 则 m* f(E) 之 gqm* 上 E. 

证 明 ”因为 y== f(x) 是 [a,6b] 上 的 严格 增加 函数 ,所 以 逆 映 射 x+ = 广 '(y) 是 
Lf(a),f(5b)] 的 子 集 f(La,5]) 到 [a,5] 上 的 严格 增加 函数 . 当 g = 0 时 结论 显然 
成 立 , 所 以 不 妨 设 g 汪 0. 设 MM 是 EE 中 f(x) 的 不 连续 点 集 , 任 取 xo。€ EE 一 M , 往 证 
f(x) 在 x。E 玉 有 一 个 列 导数 DfCzo) , 则 广 (y) 在 yo。 二 f(xo) 有 一 个 列 导 数 


Df (yo) < 
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事实 上 ,存在 hh 关 0 ,使 


fl (yo 十 k.) 一 (yo) 四 lim (ro 十 六) 一 ro 一 1 二 1 
k, Cid fxo 十 hh,) 一 f(xo) Df xo) g ” 


其 中 ， kk, 一 flxo 十 hh) 一 f(xo) — 0(n— oo0) , 即 对 任何 y。 EE f(E—M) ,有 


lim 


万 -ce 


Df (yo) < 


由 引 理 1, 有 


m’ ff(E— M)) < om CE 一 MD， 


此 即 
1” ff/(E—M) qn’ (CE 一 M) . 
因为 M 是 E 中 单调 增加 函数 /(x) 的 不 连续 点 集 ，f(M) 是 单调 增加 函数 
广 (y) 在 f(E) 中 的 不 连续 点 集 , 因 而 m*M 二 m* fCM) 0. 从 而 
m’ f(E) = m’* (f(E— M) U f(M)) 
=m’f(E—M) 
qn’ (E—M) 
= g(m’*E—m’M) 
= gm’*E. 
引 理 得 证 . 
定理 6.1.2 设 f(x) 为 [a,b] 上 的 单调 函数 , 则 f(x) 在 [a,bj] 上 几乎 处 处 存 
在 有 限 导数 . 
证 明 不 妨 设 f(x) 为 增 函 数 . 
(1) f(z) 在 [a,6b] 有 限 或 无 穷 大 导数 几乎 处 处 存在 . 
车 f(x) 是 单调 增加 也 数 , 则 g(x) = f(x) 十 z 是 严格 增加 函数 , 且 g(x) 与 
f(x) 有 相同 的 可 微 性 ,实际 上 在 存在 列 导数 的 点 x ,有 Dg (x) = Df(x) 十 1. 
因此 设 f(x) 是 严格 增加 函数 . 
设 EE= {x | 了 (zx) 不 存在 ) , 任 取 x。E€ E , 则 必 有 两 个 列 导 数 Di f(xo) 与 
D; f(zxo) 不 相等 ,不 妨 设 Di f(zxo) 二 Ds f(xo) ,那么 有 两 个 有 理 数 p,q ,满足 
Dif(zxo) <p<g< Dfr). 
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令 EE, 二 {Tz| Dif(x) < 二 pp 二 gg 过 D;f(x),x € E) ,不 难看 出 E= UH, En. 

由 引 理 1 及 引 理 2 知 oo En 委 m f(Em) 过 pm' Em .由 于 g> 户 ,所 以 
mm" Ew 一 0 ,因而 mE 二 0. 于 是 了 (zx) 在 [a,6] 上 几乎 处 处 存在 . 

(2) 设 Eo = EL 了 (zx) = co] , 往 证 mE。 = 0 ,仍然 假设 f(x) 是 严格 增加 函数 . 
对 每 一 个 正 整 数 n ,有 Df(x) 守 n(zx € E,). 

由 引 理 2, m* 有 (Eo) 宇 nem’ Eo ,但 m* f(E,) 志 (65) 一 f(a) ,因而 


六 E, < 二 [7(b) — fa)]， 


今 n 一 00 得 mE。 二 0. 

这 样 ， f(x) 几乎 处 处 存在 且 几 乎 处 处 有 限 ,定理 得 证 . 

定理 6.1.3 设 f(x) 是 区 间 [a,b5] 上 定义 的 单调 函数 , 则 f(x) 可 积 , 如 果 
f(x) 是 单调 增加 函数 ,还 有 


| sf Tdr < fb) — fa). (6. 1.6) 


证 明 不 妨 设 f(x) 是 单调 增加 函数 ,这 样 不 影响 f(x) 可 积 性 的 证 明 , 如 果 
f(x) 是 单调 减少 函数 , 则 一 f(x) 是 单调 增加 函数 . 


设 g(x) 一 oz 十 二) 一 f(x)]. 

当 工 宇 5 时 , 令 f(x) = 二 5, 则 limg, (zx) = (zx)a.e. 于 [ao .由 于 f(x) 是 
单调 增加 函数 ,因而 是 可 测 函 数 , 所 以 各 g(x) ,， f(x) 及 | 了 (x) | 都 是 可 测 函 数 . 
而 {g(x)} 是 非 负 可 测 函 数列 . 由 Fatou 引 理 有 


| 7 (xX)dx 二 lim| g, (zx)dz 


N— oo a 


5 小 6 
= lim[| f(r)dr—n| f(r)dz | 
7 a 十 去 a 


Nn—00 


+ 十 e+ 
= lim|oj f(r)dr—n| “fodz | 


= lim| f(2) 一 a fend] 


Hr oo 


< lim[f(6) — f(a)] 
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= f(6)— fla) 

这 里 ,在 (x) 不 存在 的 点 上 令 六 (x) 一 0, 所 以 了 (zx) 可 积 且 ff (x) 二 oo 

a.e. 于 [a,b] ,而 且 
[fwar < f(b6)— fla). 

定理 得 证 . 

注 ; 式 (6, 1.6) 中 的 严格 不 等 式 是 可 以 成 立 的 ， 

例 6.1.1 设 P 是 [0,1] 中 的 Cantor 集 ,将 它 的 余 区 间 按 长 度 大 小 作 如 下 的 
分 类 :第 一 类 是 由 长 度 为 到 的 一 个 区 间 (吉隆) 构成 ;第 二 类 是 由 长 度 为 二 的 两 


个 区 间 ( 言 , 包 ) ,( 志 , 马 ) 构成 ;第 三 类 有 长 度 为 南 的 4 个 区 间 ( 方 , 芒 ) ，( 萝 ， 
攻 ) ， (好 ' 拆 ) ，( 芬 ; 荔 ) ;一 般 地 ,第 类 中 有 2 个 长 度 为 去 的 区 间 ( 喜 , 芯 ) ， 
(起 ' 芋 ) ， (于 吕 ) 本 (2 
作 定义 在 [0,1] 上 的 函数 g(z) 如 下 : 
广 ， (二 1); 
J _ |* x € (二 二) 
rE (TD); 


在 第 三 类 的 4 个 区 间 上 , 90(x) 依次 取 于 ,六 ,总 ,二 .一 般 地 ,在 第 二 类 的 2 
1 .3 5 .2 一 1 
2° 2” 2" 2” 
于 是 9(x) 在 己 的 余 集 G 上 有 定义 , 它 在 G 的 每 一 个 构成 区 间 上 是 常数 , 且 限 
制 在 G 上 为 增 函 数 ,将 g(z) 连续 延 拓 到 整个 [0,1] 上 ,定义 如 下 : 
0(0) = 二 0,0(1)= 二 1, 当 x E€ (0,1) 门 P 时 , 邻 
(7x) = supo (1) ， 


IEG 


个 区 间 上 , b6(z) 依次 取 值 
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则 6(Cz) 是 [0,1] 上 的 增 函 数 , 往 证 6(Cz) 是 连续 函数 .事实 上 ,如果 0(z) 在 某 点 zx。 
不 连续 , 则 区 间 (9(xo 一 0) ,0Czxo 十 0)) 中 一 切 数 除 9(xo) 外 将 不 是 0(x) 的 函数 值 ， 
这 与 6(z) 的 函数 值 在 [0,1] 中 稠密 的 事实 相 了 矛盾 . 所 以 0(x) 是 连续 的 增 函 数 . 


由 于 9 Cx) = 0 a.e. 于 [0,1] ,因此 | ,0dr =0<1= 0 —00). 


6.2 ”有 界 变 差 消 数 


有 界 变 差 函 数 类 和 单调 函数 类 一 样 , 都 是 很 重要 的 函数 类 ,而 且 有 界 变 差 函数 
与 单调 增加 水 数 还 有 很 密切 的 联系 .有 界 变 差 清 数 的 概念 在 历史 上 是 由 于 考察 曲 
线 的 弧 长 而 引入 的 ,在 本 节 我 们 就 要 围绕 有 界 变 差 函 数 概念 来 讨论 这 些 问 题 . 
定义 6.2.1 设 f(zx) 是 定义 于 [a,b] 上 的 有 限 函 数 , 对 [La,65j 的 任 一 分 划 
Ta 一 ro<z < 和 < 一 0， 


作 和 式 VCT) 一 了 | f(z) 一 /zi1) | , 称 V(T) 为 f(x) 相应 于 分 划 工 的 变 差 
仿 V(f) = supV(T) , 称 之 为 f(x) 在 [a,6] 上 的 全 变 差 


若 V(7) 一 co , 则 称 f(x) 为 [4,6] 上 的 有 界 变 差 数 , 记 为 / € BV[a,6]， 
BV[a,p] 表示 由 在 [a,5] 上 的 有 界 变 差 函数 全 体 所 组 成 的 函数 类 ， 

定理 6.2.1 若 Fz) 在 [ae,b5] 上 是 有 界 变 差 的 ,a<c<b , 则 (z) 在 [ac] 
和 [c,6] 上 也 是 有 界 变 差 的 . 并 且 有 等 式 VC 一 VN 二 VC . 

证 明 设 工 :a 一 二 二 … 二 y= 二 cc 是 [aydj 的 任 一 分 划 ,T:c 二 ww 二 
Z| 过"…<z 二 b 是 [c,b] 的 任 一 分 划 . 将 TT,T 合并 为 工 , 则 本 是 La,6bj 的 一 个 分 划 , 有 

vcT FVOT) = VD SVND. 
这 说 明 , 当 FE BV[La,6bj] 时 , f € BVLa,c] 以 及 FE BVLc,6j ,并 且 
YycPm 上 VCn VD. 

下 证 相反 的 不 等 式 也 成 立 . 设 工 是 [a,6bj 的 任 一 分 划 a = zo 二 zz 过 … 过 

by 一 b , 设 Tm < rzo+tl ,这 就 确定 了 [a,c] 上 的 一 个 分 划 TT :4 二 Xo < 
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Xmn 信 Cc 及 [上 c,6] 上 的 一 个 分 划 Toc 过 Xn 三 … 过 x 二 6b. 


V(T) = 一. > | fr) — f(r) | 
i=1 
Df) Flr) Ia 一 /zw | 
i=1 


十 | firma) — fo) | 十 2) | Cr 一 rz | 


i 二 mt2 


€ 6 
= VT)+FVT) EV(ND+TV ND, 


由 此 VP VCD VO ,所 以 VD 一 VCP 十 VC . 

定理 6.2.2 (1) 设 f(x) 在 [a,b] 上 是 有 界 变 差 的 , 则 f(x) 在 [a,6] 上 有 
界 ; 

(2) 设 f(x) ，g(Cz) 在 [a,b] 上 都 是 有 界 变 差 的 , 则 f(zx) 土 g(x) ,f(zx)g(x) 
和 f(x)/g(x)(g(x) 之 o 汪 > 0) 都 是 有 界 变 差 的 . 

证 明 (1) 任 取 zeE [a,b] , 令 T:a 迄 z 委 5 ,有 

VD =| FD -Fa HAD J) SV ， 
由 此 
10 [1 FW 11 Df | 入 VCP ， 

即 


| rz) | 过 VCP 十 | fo) | ， 
因而 f(x) 是 fa,p] 上 的 有 界 函 数 . 
(2) 设 h(zr) = Fz) 十 g(Cr)， 工 是 [ao 的 任 一 分 划 :a 一 z<z<… 和 < 一 0， 
也 | h(xi) — hz) | 二 p39 f(xi) — f(xi) | 十 | ECZi) 一 &Czrl) 1) 


<V(CP +V(e) ， 
所 以 
VO) 入 VCP +YCe) <Too ， 
因此 , h(xz) = f(z) 十 g(x) 是 [a,b] 上 的 有 界 变 差 函数 . 
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同 理 可 证 f(x) 一 g(x) 是 La,b] 上 的 有 界 变 差 函 数 . 

设 p(xr) 一 f(r)g(r). 

由 (1) 知 ,存在 M>>0, 使 | f(x) | 三 M 有 Ilg(x) | 过 M. 
设 工 是 [a,6b] 的 任 一 分 划 :a=z<z < 二 < 一 0 


VT,p) = D2) 1120z) 一 PCzc | 


i=| 


= DO | fr)elr) — flr) gr) | 
i=!1 
= >)， | flr)g(r) — f(r g(r) 十 
i=1 
fx)g(xri)— flrii)g(re) | 
委 M> | g(r) — gx) I+MY) | fz) — fz) | 
i=1 i=1 
让 b 
< MV(g) + MVCO). 
所 以 p(x) == f(x)。，g(x) 是 [a,6] 上 的 有 界 变 差 函 数 . 


下 证 zs € BV[a;,6] .对 [a,6] 的 任 一 分 划 T; a 二 zo 过 x 过 … 之 x, 二 6. 


1,_ vw|_l 2 
了 (全 ) 2 | zi | 


. | — g(xi) 
gCXi gCX 1) 


i 二 1 


二 y， | g(xi) — gx) | 


i=! o 
1 bh 


a 


所 以 0 E BV[a,6] ,这 样 A 是 [a,6] 上 的 有 界 变 差 函 数 . 


例 6.2.1 [ca, 引 上 的 任何 单调 函数 f(x) 是 有 界 变 差 函 数 . 
证 明 不 妨 设 f(x) 在 [a,b] 上 单调 增加 ,对 [a,b 的 任意 分 划 T:a = zo 一 
z < < 一 ,有 


VT) = >,， | flri) — fr) | 
i=] 
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一 [LAGz) 一 xzo)] 十 LFGzr) 一 Foz)] 十 … 十 LAFCz) 一 zi)] 
= f(x,)— f(xo) 
= f(6)— fla), 


所 以 VC 之 f(6) 一 fla) < 十 co ,因此 f(x) 是 有 界 变 差 函 数 . 

定理 6.2.3(Jordan? 分 解 定理 ) ”f(x) 是 [a,b] 上 的 有 界 变 差 函数 , 当 且 仅 
当 f(z) 可 以 分 解 为 两 个 单调 增加 溺 数 的 差 . 

证 明 充分 性 . 若 f(x) 可 以 分 解 为 两 个 单调 增加 函数 之 差 , 则 由 于 单调 函数 
是 有 界 变 差 函数 及 定理 6. 2. 2 可 知 f(x) 是 有 界 变 差 函 数 . 

必要 性 . 令 

pz) 一 也 人 (六 十 Faz)) Wr) = VD fr)). 
因为 当 z' > 工时 ， 
| fC rz [SVP = Vf) Vp, 

VA EVAP rr 一 rz VA VA 2 fr) fr), 


所 以 VCP 十 jz) < + flr) ,VOD — fz) <V7) — f(x'). 

这 说 明 g(x) 和 yl(x) 都 是 单调 增加 函数 ,而 f(x) 二 glx) 一 yl(x) .定理 得 
证 . 

Jordan 分 解 不 是 唯一 的 ,事实 上 ,车 f= pg 一 y 是 了 的 Jordan 分 解 , 则 因为 对 
任意 的 常数 c , p 十 c 和 少 十 c 仍然 是 单调 增加 函数 ,因而 了 = (p 十 c) 一 (十 c) 也 
是 f 的 Jordan 分 解 . 

我 们 引入 函数 


p(x) = {Vn + f(r) 一 Fa)) ， 


mn(z) 一 到 (VC — Foz) 十 Fo)) ， 


分 别称 p(x) 和 nlx) 为 f(x) 的 正 变 差 函数 和 负 变 差 函 数 . 而 


@ 若 当 (Jordan,1838 一 1922) ,法 国 数学 家 . 
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VY(CP) = pz) 上 maCz) ， (6.2.1) 
fx) — fla) = p(xr) —n(zr). (6. 2. 2) 


称 式 (6. 2.1) 和 式 (6. 2.2) 为 f(x) 的 正规 分 解 . 
定理 6.2.4 设 f(zx) 是 [a,65j] 上 的 有 界 变 差 函数 , 则 f(x) 在 [a,5] 上 几乎 处 


处 有 有 限 导 数 ， f(x) 在 [a,b] 上 Lebesgue 可 积 , 并且 | ,1f Cn 1dre 
VA. 
证 阴 由 Jordan 分 解 定 理 及 定理 6.1. 2 和 和 定理 6.1.3 可知, f(x) 在 [a,b6] 上 


几乎 处 处 有 有 限 导 数 , 且 F(z) 在 [a,5] 上 Lebesgue 可 积 . 
设 f(z) 一 f(a) = 二 p(x) 一 n(x) 是 f(x) 的 正规 分 解 ,其 中 


px) 一 RAG + f(z) — fa)), 


n(x) 一 FIV — f(z) + f(a)), 
则 (x) = p(x) —n (Cr)a.e. 于 [a,b]. 
| ,pndr < p(b) — pla), 
| wdr 过 nn(b)—n(a), 
所 以 


| | fx) | dr<| p'Cz)ydz+| n’ Cx) dz 
[a.s] [wp [a.6b] 


(p60) me pa))+ nd) — n(a)). 
因为 bp(a) 一 ma) 一 0， 


1 
p05) 一 {VN + f(b) 一 f(a)}, 
n(b) = (Ve — f(b) + fla)), 


所 以 pC6) 十 nC6) 一 VC) ,从 而 


[3 
| ,fnD | dr VD. 
a a 
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定理 得 证 . 
例 6.2.2 设 f(x) 在 [a,6] 上 满足 Lipschitz? 条 件 , 即 存在 常数 到 ,使 得 对 
于 任意 的 x ,x E€ [a,6] 时 ,有 
| 7Czr) 一 Fr) | 委 民 |z 一 z |, 
那么 f(x) 是 有 界 变 差 函数 ， 
证 明 设 工 是 [a,o 的 任 一 分 划 a =rz<z < 二 … 和 < 一 0， 


V(T) = >，| f(r) — fr) | 
7 一 】 


< | 六 一 Zi | 
KGa). 
所 以 ,VC <K(6 一 a) < 二 co , 即 f€ BV[a,b]. 
xeos 二 ， 工 天 0 


”, 则 f(x) 在 [0,1] 上 连续 ,但 不 是 


例 6.2.3 设 f(z) -| 
0， T= 0, 


有 界 变 差 的 . 
事实 上 ,对 于 任意 的 M ,都 可 找到 正 整 数 n ,使 1 十 吝 十 言 十 . + 三 > aM. 
考虑 [0,1] 上 的 分 划 工 ， 


0 一 四 二 工 一 1 一 … 一 寺 一 ru =1， 
nn nT n 


(nO— 1) 


ntl n 
VCT) = BD) 1 jz 一 rz | 2 flr) — fxr) | 
i=1 二 1 


| lili+i 
nx oft Dat ar|t + 元 十 有 
一 工 ( 二 十 -十 … 十 二 十 1 

T 7 天 一 1 2 


因而 f(x) 不 是 [0,1] 上 的 有 界 变 差 函数 . 


9 利 普 希 茨 (1832 一 1903) ,德国 数学 家 . 
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因为 在 数学 的 发 展 历史 中 ,是 由 研究 曲线 长 度 问题 引入 有 界 变 差 函 数 概念 的 ， 
所 以 下 面 我 们 研究 平面 连续 曲线 的 弧 长 与 有 界 变 差 隙 数 的 关系 . 

定义 6.2.2 设 z== g(t) ,yy == y(t) 都 是 [a,8] 上 的 连续 函数 ,它们 所 确定 的 
曲线 C 称 为 平面 连续 曲线 . 任 作 [a,8] 的 一 个 分 划 Ta= < 之 ti 之 过 < 之 二 
B ,以 各 点 《g(t;) ,y(ti)) 为 顶点 , 作 C 的 一 条 内 接 折线 PC(T) , 则 P(T) 之 长 
1P(T)| 为 


| P(T) |= > {[g(2) — gC) + [G60) — yr). 
如 果 对 于 [a, 有 j 的 一 切 分 划 工 , {| PC(T) |) 是 一 有 界 数 集 , 则 称 曲线 C 是 可 求 
长 的 ,并 称 其 上 确 界 工 一 sup{| P(T) |} 为 C 的 长 度 ， 
定理 6.2.5 连续 曲线 C:zx 二 p(t) ,yy 一 y(t1) ,ziE [ap8] ,可 求 长 的 充 要 条 件 
是 p(z) 和 y(z) 都 是 [a,8] 上 的 有 界 变 差 函 数 . 


证 明 充分 性 . 设 g(t) 和 Wi) 都 是 La,8] 上 的 有 界 变 差 函数 , 则 对 于 任意 一 
条 内 接 折 线 P(T) ， 


| POD | = 》 {p00) — p60)° + Cg2) — yt))}t 
fi 一】 


CD ep(G6) 一 PC ) | 十 | 6 — ye) | 


i=1 


= DO) | gC0) — p00) [+ >) | yg) — ye) | 
i=] i=1 


<Vp rb <+o. 
因而 C 是 可 求 长 的 . 
必要 性 . 以 pb 为 例 , 设 T:a = 二 6 过 4 过 二 … 过 二 Bp 是 [a,8] 的 任 一 分 
划 , 工 是 曲线 C 的 长 度 , 则 


p> | pTi) 一 PCzrl) | 委 > {| pti) — p(ti1) 上 十 | pli) — y(t) 1:2} LL 9 
所 以 g(z) 是 有 界 变 差 晴 数 , 同 理 y(z) 是 有 界 变 差 函数 . 
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6. 3 不 定 积 分 己 绝 对 连续 限 数 


定义 6.3.1 设 f(x) 在 [a,6] 上 Lebesgue 可 积 , 则 [a,b6j] 上 的 函数 F(zx) = 


[fate (5c 为 任 一 常数 ) 称 为 F(z) 的 不 定 积分 . 


定义 6.3.2 设 F(zr) 为 [a,b5] 上 和 的 有 限 函 数 ,如 果 对 任何 汪 0 ,存在 SG>0 ， 


使 对 [a,6b] 中 互 不 相交 的 任意 有 限 个 开 区 间 (ai30;) ,1 一 1],2,..,n ,只 要 六 一 


a) 过 3 ,就 有 > | FC6) 一 FCa) | 之 。, 则 称 F(z) 为 [a,6] 上 的 绝对 连续 函数 


2 ,oe 


例 6.3.1 设 f(zx) 在 [a,5] 上 满足 Lipschitz 条 件 , 则 f(x) 是 绝对 连续 函数 ， 
证 明 由 假设 存在 常数 天 > 0 ,使 对 任意 的 zx,z E [a,5] ,有 
| f(r)— f(z) | 委 民 |z 一 关 |. 


对 任意 的 e>0 , 取 3 一 天 * 则 对 任意 有 限 个 互 不 相交 的 开 区 间 (a; ,6) (i==1， 


,71) ;只 要 D8 —a) <6 ,就 有 


BD) | (bp) 一 Ga) I< >)K( 一 a) 天 天. 一. 
i=1 


因此 f(x) 是 [a,6] 上 的 绝对 连续 函数 . 
定理 6.3.1 绝对 连续 函数 是 一 致 连续 函数 且 是 有 界 变 差 函数 . 
证 明 设 f(z) 是 [La, 刀 上 的 绝对 连续 函数 , 则 对 任意 gs >0 ,存在 SG 二 0 ,对 


任意 的 x ,x € [a,6] (不 妨 设 x 二), 只 要 | 一 x |= 光一 x 一 8, 就 有 
1f(z 一 f(x 1<e, 因 此 f(x) 是 [a,6j] 上 的 一 致 连续 函数 . 


由 于 f(x) 是 绝对 连续 函数 ,对 于 es = 1 ,存在 8 守 > 0 ,使 得 对 任意 有 限 个 互 不 


相交 的 开 区 间 (CQ; ,bi) ,1 一 1,2,° ,7 ;只 要 Dl —a;) <6 ,就 有 > | f(b) 一 
f(ai) | 二 1 ,对 区 间 [a,6bj] 作 一 个 最 大 子 区 间 长 度 小 于 8 的 分 划 


4 一 To<<zZ<… 和 <zwvw 一 训 ， 


固定 M ,对 [zi ,XT; (i 一 1,2,……，A1) 土 的 任 一 分 划 
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Zr 一 yo << 和 yi < yj 一 Zi 
因为 了 = Ti Xl 二 6 ,所 以 2 CC 一 Fe )) <1. 
二 一 1 k=1 


Ti 6 M xi 
因此 VC 和 1G=1,2,…,M) ,于 是 VC = > VCP) 入 M. 
Ti “ i=1 il 


即 f(x) 是 [a,65] 上 的 有 界 变 差 函数 . 
定理 6.3.2 设 f(z) 在 [a,b] 上 可 积 , 则 其 不 定 积 分 为 绝对 连续 酒 数 . 


证 明 设 F(z) | /Cdrtc 是 f(z) 在 [a,6] 上 的 不 定 积分 ,由 | f(z) | 积 
分 的 绝对 连续 性 ,对 任意 的 es 汪 > 0 ,存在 6 汪 0 ,使 得 ACl[a,bj] ,mA 二 5 时 ,有 
| 191dr<e. 


任 取 A 一 出 (ai,6) ,其 中 各 个 开 区 间 互 不 相交 , 则 当 (6; 一 ai) 过 8 时 有 
> | EC ) — F(a) | = > | 六 reoaz| 
过 > | fCx) | dz 


=- | Am 1 dr<e, 


因此 , F(x) 是 [a,5] 上 的 绝对 连续 函数 . 

定理 6.3.3 设 F(z) 是 [4a,6] 上 的 绝对 连续 函数 , F'(x) 一 0a.e. 于 [a,6]， 
则 F(x) 为 常数 函数 . 

证 明 设 c€ [a,6bj , 往 证 F(c) = F(a). 

由 F(x) 二 0a.e. 于 [a,6b] ,存在 AC(ayc) ,使 mA = c 一 a , 且 当 zEA 时 ， 
F(z) = 二 0, 令 B= (a,c) 一 A , 则 mB = 0. 

对 任意 的 e > 0 ,存在 8 >>0 ,使 对 任意 有 限 个 互 不 相交 的 开 区 他 (ai,6:) ,i = 


1 2 ，…，7 ; 当 2D) 6; — ai) 二 6 时 ,就 有 
i=1 


>) 1 FCG) — Fla) I<$. (6. 3. 1) 
一 


任 取 > 所 A ,由 于 F’'(zx) 一 0 ; 取 有 hh 汪 0 充分 小 ,使 [x,x+hjCc (a,c) ;县 
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Fez th) — Fs) e (6. 3. 2) 


~ a): 

闭 区 间 集 {[x,zx 十 hj | x EA,[x,z 十 h]C (ayc) 且 式 (6. 3.2) 成 立 } , 依 Vi- 

tali 意义 覆盖 A ,由 Vitali 覆盖 定理 可 知 , 对 上 述 $ > 之 0 ,有 有 限 个 互 不 相交 的 区 间 

di = [zz 十 让 ]， ds = [riszzthaJ,e sd, = [zz +h,] ,使 m(A—U di)< 
6. 

为 确定 起 见 ,不 妨 设 zi 二 x: 二 … 过 x,。( 必 要 时 可 重新 编 序 ), 由 


m(A 一 Udi) 之 8 可 知 m([asc] 一 U di) 过 6 ,于 是 由 式 (6. 3.1) 有 


La 
| F(x) — Fa) | 十 2 | FOra) — Flrith) | 十 | FOO) — Fr th) I< 
1 一 】 


(6.3.3) 
由 式 (6. 3.2) 有 
> | FCzi+h) — F(x) [< Ds Fc -ge Dh 二 三 ， 
(6. 3.4) 
由 式 (6. 3. 3) 和 式 (6. 3.4) 有 
7 一 1 
| FF(Cc) 一 FCe) | 一 | Fn) F(a) | 十 >) | Frm) — F(zth) | 
1 一 1 


十 | FGb) 一 FGz, 十 各) | 十 27 | Flrith) — Fz) | 
€ € _ 
过 广 十 广 一 ss， 
所 以 F(c) == F(a) .因此 F(z) 在 [La,6j] 上 为 常数 函数 . 定理 得 证 . 


定理 6.3.4 设 f(z) 在 [a,b] 上 可 积 , F(x) = [farte , 则 F(x) 一 


f(r)a.e. 于 [a,b]. 

证 明 由 定理 6. 3.2 知 F(x) 是 绝对 连续 函数 ,又 由 定理 6. 3.1 知 F(x) 是 有 
界 变 差 函数 ,因此 F(z) 在 [a,5] 几乎 处 处 存在 有 限 导 数 . 

(1) 往 证 F(x) 才 f(z)a.e. 于 [aa 的 . 令 下 为 (ab) 中 使 F(z) 存在 且 满 足 
FE (z) >>g 这 p> f(x) 的 点 集 , 我 们 证 明 mE。 = 
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由 f(x) 积分 的 绝对 连续 性 ,对 任意 的 e 盖 0 ,存在 85 汪 0 ( 令 6 过 es ), 使 得 AC 

[a,6] 9 mA 二 6 时 ,有 
| f Cn)dr <e. (6. 3.5) 


对 此 8>>0 , 取 开 集 CG 使 ECGCf[a,o ,而 mG <<mEn 十 6. 
由 Es 的 定义 ,对 每 个 z E Es , 当 瑚 二 0 充分 小 时 ,有 


T+ D> (6. 3. 6) 


因为 G 是 开 集 ,可 使 上 述 h 全 都 满足 [rz,zx 十 hj CCG. 这 样 , 闭 区 间 集 {[x,x 十 h] | 
ZE Em) 依 Vitali 意义 覆盖 EE .由 Vitali 覆盖 定理 可 知 , 存 在 互 不 相交 的 闭 区 间 
的 并 集 S 一 U [zz 十 和 ] ,使 m(En 一 S) 一 0. 

由 式 (6. 3. 6) 与 F(x) 的 定义 ,对 每 个 上 有 


Th 

| f(Ddt>g, 
ky zh 

从 而 


| reou > gms . (6. 3.7) 


如 果 g 宇 0 ,注意 到 mE 过 mS ,有 | fa > gmEm ;如 果 g 二 0 ,注意 到 


SC(S—E,) UE, C(G—E,) UE ,有 
mS < 十 Ma emE,,， 
从 而 由 式 (6. 3.7) 有 


| fa > alet Es) , 
因此 ,不 论 g 的 符号 如 何 , 有 
| fa > qnEn -91e. (6.3.8) 
另 一 方面 ,由 于 m(S 一 Bu) 过 m(G 一 En) < 应 用 (6.3.5) 式 有 
| f(D dt <e .从 而 


[fa<| fdte < pmEn te. (C6. 3. 9) 
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由 式 (6. 3. 8) 和 式 (6. 3. 9) 即 得 
一 | gleiamE, < pmE,+e. 

由 于 se 汪 0 是 任意 的 ,所 以 gnE < pmEpn ,而 gg 盖 旋 ;所 以 mE 二 0. 

设 巨 为 (ap) 中 使 F(x) 存在 且 满 足 让 (x) > f(z) 的 点 集 , 令 (p,qg) 表示 任 
意 的 有 理 数 偶 , 且 pp 二 9. 那 么 有 EE = 山 Ew .而 且 mE ==0 ,于 是 F(x) 委 f(z) 
a.e. 于 [a,6b]. 

(2) 证 明 FI(x) 之 f (x) a.e. 于 [a,6]. 令 

pz) 一 一 FGz) = | — /dte. 

由 (1) 的 结果 w (xz) 二 一 f(x) ae 于 [a,b] ,此 即 F(x) 守 f(x) a.e. 于 [a, 
bj. 

于 是 F(x) = f (x) a.e. 于 [ab] .定理 得 证 . 

定理 6. 3. 5( 牛 顿 一 莱 布 尼 兹 公式 ) F(x) 一 F(a) = | F'(Wd,r E [a,6] 成 
立 的 充 要 条 件 是 F(z) 是 绝对 连续 函数 . 

证 明 ”必要 性 . 设 F(x) 一 f(a) = | Fopu . 则 FCz) 是 可 积 函 数 已 (z) 的 不 
定 积分 ,因而 由 定理 6. 3. 2 可 知 F(z) 是 绝对 连续 函数 . 

充分 性 . 设 F(x) 是 绝对 连续 函数 ,由 定理 6.3.1 可知 F(x) 是 有 界 变 差 蔓 数 ， 
因而 F(z) 在 [a,61] 上 可 积 . 

设 GCz) = | Fu , 令 H(zx) = F(x) 一 G(x) , 则 由 定理 6.3.4 有 ， 

H’(x) = F(x)— G(x) 
= F(x)—F (zr) a.e. 于 [a,6b]| 
一 0 a.e. 于 [a,b]. 

而 F(x) 和 G(x) 都 是 绝对 连续 函数 ,因而 互 (z) 是 绝对 连续 函数 ,由 定理 

6. 3. 3 可 知 五 (z) 是 常数 函数 . 即 
H(z) 二 F(X) 一 G(r) 二 c (常数 )， 

亦 即 


F(x) = G(x) +e = [FWarte. 
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令 z 一 aa ,有 F(a) ==c ,因此 F(x) = F(a) 十 | Fopd .定理 得 证 . 


该 定理 也 说 明 ,一 个 函数 F(x) 是 [a,5] 上 的 绝对 连续 函数 的 充分 必要 条 件 为 
它 是 某 一 个 可 积 函 数 的 不 定 积分 . 
定理 6. 3. 6( 分 部 积分 公式 ) 设 f(x) , g(x) 是 La,b] 上 的 绝对 连续 函数 , 则 


b b 
[fn a’ Crdz = f(Dg(b) — f(a g(a) -| f’ (rg dr. 


证 明 f(x) 和 g(x) 是 [a,b] 上 的 绝对 连续 函数 , 则 f(x)。g(x) 也 是 [ae ,O 
上 的 绝对 连续 函数 ,从 而 f(z)，g(zx) 在 [a,65] 上 几乎 处 处 可 微 , 且 有 
(fz)g(x)) = fr)g (x)++ ff (x)glr)a.e. 于 fa,b]. 
由 于 f(z)，g(x) 是 绝对 连续 函数 ,因而 (f(z)g(zr))' 是 可 积 函 数 . 由 定理 6. 
3.5 知 


[feng cz)) dr = f(g(b) 一 Fa)g(e) ， 
所 以 有 
| renpgczpdz+| f(g dr = FDg(D — ra)g(a) ， 
即 
| capgczydz = f(W gb) 一 rayg(a) 一 | fC)dz. 
定理 得 证 . 
在 本 节 例 6. 3. 1 中 指出 , 若 f(x) 满足 Lipschitz 条 件 , 则 fl(zx) 是 绝对 连续 函 
数 ,那么 如 果 f(x) 是 绝对 连续 函数 , 它 是 否 满足 Lipschitz 条 件 呢 ? 回答 是 不 一 定 


的 .下 面 的 例子 说 明了 这 个 事实 . 
例 6.3.2 举 出 一 个 绝对 连续 但 不 满足 Lipschitz 条 件 的 函数 . 


解 设 f(z) 一 人 ,ze [0 , 则 他 一 上 和， 


而 函数 g(2) 一 让 在 [0,1] 上 是 绝对 广义 RR 可 积 的 ,因此 在 [0,1] 是 二 可 积 


的 . 这 样 V 是 可 积 函数 g(z) = 二 的 一 个 不 定 积分 ,因而 是 [0,1] 上 的 绝对 连续 
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函数 ， 


另 一 方面 , 若 取 x 一 0， x 和 (0,1] 任意 ,那么 
fr)— fr | 
| 二 


yr 一 人 


1 
Ve 
即 


| fz) — fz") |= 忘 | zz | 


对 任何 K>0 ,总 及 E (0,1] ,使 序 >* .因而 不 可 能 存在 K > 0 ,使 得 
并 
对 于 [0,1] 上 的 任意 两 点 x 和 zx” ,有 


| jz — flr’) [<K | Tx | ， 
这 就 是 说 f(x) = Vz 在 [0,1] 上 不 满足 Lipschitz 条 件 . 
例 6.3.3 设 f(z) 是 [a,b65] 上 的 绝对 连续 函数 , 则 


b 5 
| | fF) | dr = VN). 


证 明 ”因为 f(x) 在 [ce, 刀 上 是 绝对 连续 函数 ,因而 是 [a,5] 上 的 有 界 变 差 函 
数 ,由 定理 6.2.4 知 | IF) | dr VND. 


另 一 方面 ,对 [a,b] 的 任 一 分 划 T:a 一 z 二 立志 妆 二 < 一 0 ;有 
D1 fe) fz) 1 = > 上 fn)dz| 
<H realdz 


=- | | fz) | dz ， 
所 以 


VP = sup( DN fo) fz) DST IF Dar, 
因而 


b b 
| | f(x) | dr= VN). 
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习 题 
1. 如 果 f(x) 是 La,o] 上 的 有 界 变 差 函数 ,证 明 : | f(x) | 也 是 [a.41 上 的 有 界 


变 差 丽 数 , 且 V(| 1) 之 VCf) .反之 , 若 | f(x) | 是 [a, 扫 上 的 有 界 变 差 函数 ， 
f(x) 是 否 为 [a,6] 上 的 有 界 变 差 函数 . 
2. 设 f(x) 为 [a,bj] 上 的 绝对 连续 函数 , p(x) 在 全 直线 上 满足 Lipschitz 条 
件 , 试 证 pg(f(x)) 是 [a,b] 上 的 绝对 连续 函数 . 
3. 车 f(x) 为 [a,6] 上 的 绝对 连续 函数 , 试 证 1 f(x) | 为 [a,5] 上 的 绝对 连续 
隐 数 . 
4. 若 f(x) 在 [a,O 上 绝对 连续 ,对 于 任意 的 s > 0 ，F(z) 是 [e,1] 上 的 绝对 
连续 函数 , 且 f(x) 在 x = 0 处 连续 , 试 证 明 f(x) 是 [0,1] 上 的 绝对 连续 函数 . 
5. 设 {f,(z)} 为 [a,6] 上 的 有 界 变 差 函 数列 , limf,(x) 二 f(x) ,xE€ [a,b]， 


且 VCf,) 之 Ktn = 1,2,…) , 试 证 (x) 也 是 [a,6] 上 的 有 界 变 差 函数 . 

6. 区 间 (a,6) 上 任何 两 个 单调 函数 , 若 在 一 稠密 集 上 相等 , 则 它们 有 相同 的 连 
续 点 . 

7. 讨论 函数 f(x) = zsin (0<r< 1,a,8>0) 是 否 有 界 变 差 和 绝对 连续 . 


8. 设 f(x) 在 [a,6] 上 绝对 连续 , 且 f(x) 0a.e. 于 [a,6] , 试 证 f(x) 为 增 
加 函数 . 


9. 设 {/,) 是 [a,6] 上 一 列 绝对 连续 的 增加 函数 列 , 若 级 数 f(x) = BAS 


在 [a,b] 上 处 处 收敛 ,证明 f(x) 在 La,6b] 上 绝对 连续 . 

10. 设 连续 函数 /(x) 在 区 间 [a,5] 上 除去 有 限 个 点 外 ,具有 导数 广 (z) ,而 且 
| 了 (zx) | 委 M ,证 明 f(x) 是 有 界 变 差 函数 . 

11. 证 明 在 [a,6] 上 处 处 可 微 的 单调 函数 为 绝对 连续 函数 . 

12. 设 g(z) 是 [La,b] 上 的 有 界 变 差 函 数 . 若 ze E (a,b) 是 g(x) 的 连续 点 , 则 


zo 也 是 V(e) 的 连续 点 . 
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第 7 章 函数 空间 L? 简介 


本 章 我 们 讨论 函数 空间 L*(p 之 1) ,了 是 一 切 户 方 可 积 的 函数 构成 的 一 个 函 
数 类 ,这 是 一 个 十 分 重要 的 函数 空间 ,这 个 函数 空间 在 后 续 课 程 泛 函 分 析 、 微 分 方 
程 . 概 率 论 与 函数 论 中 都 起 着 相当 重要 的 作用 . 泛 函 分 析 的 许多 问题 都 以 函数 空间 
L?* 作为 典型 的 例子 ,尤其 是 学 习 现 代 偏 微分 方程 理论 和 方法 所 涉及 到 的 索 伯 列 
夫 2 空 间 理论 ,就 是 以 空间 L? 为 基础 的 . 不 失 一 般 性 ,为 使 间 题 讨论 更 为 方便 和 容 
易 接 受 , 我 们 在 实数 集 R 上 研究 函数 空间 L? . 


7.1 空间 L? 


定义 7.1.1 设 E 是 RR 中 给 定 的 可 测 集 ,f(zx) 是 定义 在 EE 上 的 可 测 函 数 . 设 
PP 守 1 ,车 |f(z)|?* 可 积 , 称 f(x) 是 p 方 可 积 的 .一 切 p 方 可 积 的 函数 构成 一 个 函 
数 类 , 记 为 L?*(E) 或 简 记 为 L* , 称 为 了 空间 , 即 


I? 一 (er) 上 | [f(r) ?dr <+co|] 


例 7.1.1 设 mE 一 二 0 , 则 有 L*CL'. 
证 明 设 f(zx)€1?, 令 A 二 E[|f| 宇 1] ,那么 由 pp 之 1 ,有 


| fc ldz =| fon laz+| [fCx) dz 
E A E—A 
<| [fn lart| dr 


< | | FCz)|*dz 十 ma 


@ 索 伯 列 夫 (Soblev,1908 一 1989) ,前 苏联 数学 家 . 
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过 十 co. 
因此 , f(x) EL ,所 以 当 p 之 1 时 , L*CCL'. 
例 7.1.2 在 例 7.1.1 中, 如果 mE 一 十 ce , 则 结论 不 再 成 立 . 


证 明 取 f(x) = 和 , 则 f(r) EL? ,p> 1 ;然而 , f(r) EL. 


例 7.1.3 找 出 一 个 属于 L*(p 守 1) ,而 不 属于 上 的 唤 数 . 
x7, 当 rE€ (0,1); 
0, 当 xz€ [1, 十 cc). 
则 容易 证 明 f(x) EL, 但 f(r)€E1L*,p>1. 
定理 7. 1.11L? 是 一 个 线性 空间 . 
证 明 设 f(z) ,g(x) EL , 则 因为 

[fer +g Cr)|’* < 2max {| fOr)| ,|gCx) | })? 

2 Frz)12 十 |gCz)12). 


解 取 f(x) -| 


所 以 ， 
[rw tan are /Dhart2|, lecol'dz<+e 
因此 , f(x) 十 g(x) EL?.， 
设 a 为 复数 , 则 | |af Cx) 1dr = la 中 |f00 |"dr <+o. 


于 是 L?* 按 函 数 通 常 的 加 法 及 数 乘 运算 成 为 线性 空间 (线性 空间 的 其 他 公理 对 
L?* 显然 满足 ). 


定理 7.1.2(Halderc 不 等 式 ) 设 请 > 1 ， 六 十 志 二 1 (此 时 称 户 , g 互 为 相伴 
数 ), 则 对 任何 F(z) E€E L? , g(x) EL ,有 Cr)g(Cr) EL, 且 有 不 等 式 


[ewanar|< (|. | fer) dr)” (|. 1gCz)lrdz 7 (7.1.1) 


证 明 首先 证 明 当 记 之 工 ， 方 十 了 二 1 时 ,对 任何 正 数 A 和 B ,有 


@@ 赫 尔 德 (1859 一 1937) ,德国 数学 家 . 
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(7.1.2) 


事实 上 , 作 辅 助 函 数 

(2) 一 性 一 ai(0<< 十 co)，0<a<1， 
则 gg (Co 一 alt 一 匡 ,所 以 在 (0,1) 上 ,wo >>0 ,在 (1, 十 co) 上 ,wo 二 0 , 因 
而 g(1) 是 函数 p(i 在 (0, 十 ce) 上 的 最 大 值 , 即 p(b 委 920) 一 1 一 crE (0 十 
ce) .由 此 可 得 , 吕 委 地 十 (1 一 al) ,上 E (0, 十 ce) . 


令 : 一 各 ,代入 上 面 的 不 等 式 ， 那么 人 合十 一 a) ,两 边 乘 以 B ,得 到 
A+(1 0B. 


令 a 二 ; , 则 1 一 a 一 ,于 是 上 式 成 为 
AAABY < 会 + 
式 (7. 1. 2) 成 立 . 


如 果 (|. | fer) dz)” 二 0 或 (|. 1gGCz)lrdz) 二 0 , 则 f(x) = 二 0 a.e. 于 
E, 这 时 式 (7. 1. 1) 自然 成 立 , 所 以 不 妨 设 (| fn) raz)” > 0， 


(|. |g(z)|*dz)” 之 0. 作 函 数 
gz) = [IfD| 
(|. | FCz)1*dz) 


yx) = -jg(Gz)| r 。 
(| |gCz)|sdz) 
E 


令 A= |9p(Cz)|1" ,B= |y(zx)| ,代入 不 等 式 (7.1.2), 得 到 


[gayer) |< | oF lsat. (7.1.3) 


由 式 (7. 1.3) 知 道 pCz)yCz) 在 EE 上 可 积 , 进 而 知道 f(x)g(x) 在 上 可 积 ;再 
对 式 (7. 1. 3) 两 边 积分 ,得 到 
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| 1eCzwCz) | dz<| le q+ | L220) dz 1. 
E E p E q 


因此 | epgcopaz|< (|. | PCzy|edz) (|. |gCz)|*dz) .证 毕 . 


需要 指出 的 是 当 p ,gq 中 有 一 个 为 1, 而 另 一 个 为 wo 时 ,我 们 遇 到 空间 L”, 它 是 
Lr(p 之 1) 空间 的 一 极端 情形 , 称 为 本 性 有 界 函 数 空间 . 如 果 以 量 ( f 的 本 性 上 确 
界 ) inf sup | f(z) | 代替 Halder 不 等 式 右 边 第 一 个 因子 ,那么 当 p 一 ,q==1 
时 ,所 述 不 等 式 仍然 正确 ,而 且 可 以 直接 得 到 不 需要 像 上 面 那样 的 证 明 . 


设 f(z) EL? ,如果 引 进 记号 fl = (| 17Cz?1"dz”, 称 fl， 为 


fz) 的 范 数 ,这 样 H6lder 不 等 式 可 以 写成 | 人 epogcodz|s 1A sls 


41). 
a 


十 
特别 地 , 当 p 二 2 ,4 一 2 时 ,上 述 不 等 式 化 为 Schwarz 不 等 式 
rear|< Th els, fn ,g(r EL. 


利用 H6lder 不 等 式 可 以 证 明 关于 空间 L? 的 范 数 的 三 角 不 等 式 , 它 又 称 为 
Minkowski@ 不 等 式 . 
定理 7. 1.3(Minkowski 不 等 式 ) 设 f(x) , g(x)E LL?* ,pp 之 1 , 则 有 不 等 式 
f+gl, elf + lgl, (7. 1.4) 
证 明 当 p=1 时 ,因为 | f(z) 十 g(xz) | 过 1f(z)| 十 |g(x)| ,由 积分 性 质 可 
知 不 等 式 (7. 1. 4) 自然 成 立 . 如 果 户 汪 > 1, 因 为 f(z) 十 g(x) EL? ,所 以 


[f(r) +g(r)|t € L( 才 十 广 = 1). 
由 Holder 不 等 式 , 有 
[ral fn te td < FN, fC + gn) Lraz)”. 
类 似 地 对 g(x) 也 有 


@ 施 瓦 茨 (1843 一 1921) ,法 国 数学 家 . 
@ ”闵可夫 斯 基 (1864 一 1909) ,德国 数学 家 . 
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| gco1l7cnp tan td lal, If) + an) |"d)", 
因而 


| | flr) + glxr) |?dr =| emp+gcn| [fCxr) + gCr) | dr 
<| nl | 7FGz) + g Cr) |? dr 
十 | ,laca)| | fx) 十 gCz)| +dzx 


<Arlst ely fn te ldr)" 
(7.1.5) 


若 | | fz)+gCr)1*dz = 二 0, 则 ff 十 g == 0 ,(7.1.4) 式 显然 成 立 , 若 


| | FGz) 十 gCz)|2drx 天 0， 


则 在 (7. 1. 5) 式 两 边 除 以 ( |。 | f(x) 十 g(x) 1*dz)” ,得 到 


1 
时 


1 如 
(| .17cz + g(r) 1dr) f+ gl,. 


ftals = /D+en bd) SAN,+ lel,. 

证 毕 . 

上 面 已 经 提 到 , L* 中 元 f(x) 的 范 数 用 

ll = Lf = fn a)” 

定义 ， 容 易 验 证 ,这 种 范 数 满足 下 列 范 数 公理 ; 

(1) 上 fl, 渤 0; 等 号 成 立 的 充 要 条 件 是 /(x) = 04.e. 于 E; 

(2) | af | pp [dj | 大 | pd 为 复数 ; 

3) f+gl, fi, + gl,. 

由 定理 7.1.3 以 及 L* 是 线性 空间 知 上 * 是 赋 范 线性 空间 ,关于 一 般 的 赋 范 线 
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性 空间 理论 ,在 泛 函 分 析 课 程 中 会 作 更 深入 的 讨论 . 
例 7.1.4 证 明 ; 当 mE < 十 吕 ,1 过 r 二 pp 时 , L* CL. 


证 有 明 设 f(x)€ L ,因为 | | flr) ldz = | 


fol EL? (> ,而 与 去 相伴 的 数 为 5 > 1 显然 IE 上 疡 ,从 而 由 
Ha6lder 不 等 式 , 有 


J voreed 
E E 


1 pr 
(| | rz)lrdz)z 去 (| WA (| 1dr)” 
E FE E 


# 5 
| 1 霹 dx)”， 
E 


即 上 Fl, fF mE ?pr DD). 
由 mE 一 十 ce 知 , f(x) EL’. 
例 7.1.5 设 P,gvr 为 满足 二 十 二 十 二 = 1 的 三 个 正 数 ,证 明 : 对 任何 可 测 函 


数 f(x),g(x),h(x), 有 
| epgcoacnp 1dzs Fl, al, al, 
证 明 若 上 |,, 中 g1,, 1 上 ,中 至 少 有 一 个 为 十 oo , 则 不 等 式 显然 成 立 


车 feEL?,g EheEL, 则 因为 g 记 CL,h 疡 CL 入, 而 


1 1 
(Bio pir ” 
p p 
依 Holder 不 等 式 , 得 g 襄 hi E 工 , 即 g(Cz)RCz) EL 声 . 
且 有 
| | gohCz) | 声 dr < gw Wh | 


Ths tp—1) 
一 可 | gCx) |*dz) (| | A(x) | “dxz) 
E E 


又 因为 g(x)h(z) EL 声 ，fJEL? 及 二 十 > 二 1, 再 由 H6lder 不 等 式 ,得 


pO—1l 
fir)g(r)h(x) EL,EH 
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| | fir goh lr) | dr fF, |ghll,e, 


pl) 
1 1 
上 fi ,| | gCx) |*dz)* (|. | 产 (xz) |"dz) 


上 Ag 1， 
例 7.1.6 设 f(z) € Lr[a,b] ,pp 活 0 ,证明 ， 


im(| ~ |fl(xrx+h) 一 fx) | edz) 一 0(0<<28 扫 0 一 a) . 
证 明 〈1) 首先 证 明 : 对 任意 的 s > 0, 存在 [a,5] 上 的 连续 函数 p(x) ,使 得 
(| | f(x) — p(x) [qz)” <e. 
令 EE=[a,6] ,EE, = E[|f| 之 nj , 则 由 积分 的 绝对 连续 性 知 ,存在 6 之 0 ,使 
得 eCE,me 二 51 时 ,有 (| | f(x) 1 da 去 于 . 
又 由 limmE,。 二 0 , 知 存在 正 整数 N ,使 得 mEw << 8 .于 是 ,有 
NmEn < | | f(z) Pan)” < 

由 重金 定理 知 , 存 在 闭 集 下 CE 一 Es ,使 得 

[m((E 一 Ex) 一 F)]* 之 i, 而 f(z) 在 上 连续 . 


因为 f(x) 在 下 上 是 连续 的 ,所 以 在 [a,65] 上 作 连 续 函 数 


人 rEF; 
p(X) 一 
函数 保持 线性 , x € E 一 下. 


则 p(x) 即 为 所 求 . 因为 | p(x) | 三 NN ,有 
lf pn dd) = (17cz — pe) |rdr)” 


十 (| | 7Gz) 一 pCz)|*dz) 
EN 

十 (| | fC2) 一 p(Cz)12dz) 
(一 EN D) 一 下 


< (| eplao te, lp) dry” 
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十 2N Cm((E— En) — F))’ 
€ € € 
一 E 
(2) 由 (1), 对 任意 的 se 之 0 ,存在 La,6] 上 的 连续 函数 p(x) ,使 得 
(| | f(z) 一 pz) 1*dz) < 二 . 
又 由 p(z) 在 [a,6] 上 一 致 连续 知 ,存在 0 < 8 二 61 ,使 得 对 于 任何 x ,x 和 
[a,6b]，, 当 Ee 时 ,有 


| oz) or) | 
Ld 9 b—a 3 


Ln 上 5 二 
(| | Foz 十 站 一 Fredz) < (| | PCGz 十 和 一 pz 十 站 |*dz) 
aa 十 人 ad 十 他 


8 十 
+ | g(xzt+h) — plr)|?*dzr) 
atd 


b—6 


十 (| pC) — for) ?dr)” 


aa 十 全 


< 


即 


6 3 
lim (| | FGz 十 站 一 rz)|edz) 7 =0. 
由 一 站 atd 


例 7.1.7 设 f(x) €E Lr?(—00, 十 00) ,g(xX) E 工 (一 co 十 co) ， 


总 | 


1 
p 
1,，P 之 11. 证明: F(z) 一 | 一 PKz+DgGz)dz 是 : 的 连续 函数 . 
~ ; 
证 明 先 证 lim (| | f(z+ 有 一 f(z) lodz) 一 0 
因为 对 任意 的 > 0 ,存在 N > 0 ,使 得 当 |4| 二 1 时 有 
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—N 上 上 
(| | f(x+h)— f(r) dz) < 村， 
十 站 e 
(| | f(xi+h) ~ f(x) 12dz) 二 了 
N 
由 例 7.1.6 可 知 ,存在 0 二 h, 二 1 ,使 得 当 | 有 | 二 h。 时 ,有 
N ; < 
d 1 7Gz 十 站 一 Frz) idz) 去 二， 
—N 
所 以 
+ 
(| ft fn dr) <e. 
从 而 证 得 
+o 六 
lim ( | | f(r 二 +h)— f(x) Idr) = 0. 


h—0 


再 证 F(z) 是 1 的 连续 函数 、 因 为 ,对 任意 的 1€ (一 c, 十 cc) , 依 H6lder 不 等 
式 , 有 


| FG 二 AD 一 FCD | < | Foz 二 iTAD 一 rz 十 DTgcz)ldz 
ns 二 
和 (| yez+te+aD 一 Ar+D dr) lg(Cn1， 


= (| ftAD /0 la gdnl,. 


利用 前 面 证 得 的 结论 , 知 
lim | F(t+ At) — F(t) |= 0. 
Ar 一 0 


即 F(z) 是 1 的 连续 函数 . 
7.2 ”空间 1L? 的 完备 性 写 可 分 性 


定义 7.2.1 设 f,f, € L*,n € N+ .如 果 当 nn 一 品 时, f; 与 f 满足 
lim | 一 fi 二 0, 则 称 (f,} 强 收 钱 于 /或 {了 ,) 依 范 数 收敛 于 三 . 这 时 说 三 是 
{f,) 的 强 极限 , 简 记 为 


广 -至 .7 
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强 收敛 是 L* 中 最 基本 的 一 个 收敛 概念 . 
由 三 角 不 等 式 知 
[fe lfl,la 1f m/l,， 
因而 当 f; 强 收敛 于 上 时 ,可 推出 范 数列 |f, 1 收敛 于 fi, .这 是 范 数 的 
连续 性 . 
例 7.2.1 考察 L*[0,1] 中 的 函数 列 , 对 于 ”EN , 设 
n, x € (0); 


f(x) = 
0, XE [二 rz = 一 


容易 看 出 当 x € [0,1] 时, f(x)— 0 (nn— ooo). 
因为 | 160) 一 fa)| dr 一 | mdr 一 n 一 2， 所 以 丽 数 列 {1,) 在 


L:[0,1] 中 不 强 收敛 于 f(x) 圭 0. 

这 表明 几乎 处 处 收 敏 (包括 处 处 收 敏 ) 的 函数 列 未 必 能 强 收敛 . 

定义 7.2.2 设 {f/f} 是 1L* 中 的 也 数列, 如果 当 m,n 一 co 时 ,有 
1 一 了, 一 0 , 则 称 {f,} 是 L* 中 的 基本 列 . 

因为 上 一 所 和 上 上 记 一 fs 十 上 所 一 fl ,, 所 以 当 {f,) 强 收 敛 于 / 
时 , {f} 是 基本 列 . 

反之 ,车 {f,} 是 L? 中 的 基本 列 , 则 {f,) 强 收 敛 于 L? 中 某 一 函数 f(x). 

这 一 结果 叙述 为 下 面 的 定理 . 

定理 7. 2. 1 设 函 数列 {f,} 是 L* 中 的 基本 列 , 即 当 m,n 一 co 时， 


| fu — fn 上 |,。—0 , 则 存在 函数 f(x) E L? ,使 六 -至 - 矿 . 
证 明 设 {f,} 是 L* 中 的 基本 列 . 由 归纳 法 ,可 选取 正 整 数列 {m} ,使 
mi <mz me 


当 n 之 mr 时 , | 一 ff, 二 1 ,k= 1,2.., 


2 


令 g(x) 一 >， Ef 一 了 f(z)|,，m 二 1,2…, 则 {g(x)) 是 巨 上 的 非 
二 1 
负 可 测 函 数 的 单调 增 序 列 . 记 lim g» (x) 二 g(x),， 则 lim (g(x))* = (g(xr))?. 
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由 Fatou 定理 ,有 
| (g(r)? dz 去 liminf | Cg C2) dz. 
E Mm oo 五 
而 由 Minkowski 不 等 式 知 


(|. (gn (x)) dz)’ < > | fa, C1) — fo Cr) ?dr)” 
k=1 : 


m 
一 | 万 一方 | 。 


bb 
和 


MM 
SI- 


l 


~ 
~ 


Le 
- 


所 以 | (g(x))*dz 夺 1. 


这 说 明 g(z) 必然 是 在 EE 上 几乎 处 处 有 限 ,从 而 函数 级 数 D0 CD 一 
f(z)) 在 已 上 几乎 处 处 绝对 收敛 , 令 
fx) = fa (7)+ Do (x) — fu (x))， 
则 f(x) = limfs (7), 又 1f(2) |< [7 (z)| 十 gCz) a.e. 于 E ,所 以 f(z) EL?. 
对 于 任意 给 定 的 e > 0 , 取 正 整 数 N ,使 ?之 m 之 N 时 ,| 六 一 六 上 < 一。 , 则 
当 上 充分 大 使 mi 之 N 时 ,对 一 切 n 之 N 都 有 fi 一 ff 1 二 .而 
lim [fr)— fa)’ = |f(r)— flr)’a.e. FE. 
再 应 用 Fatou 定理 , 便 得 
| fC— fil, = ge — f(z) az) 


< (liminl| |f,62) — fi C1) dr)" 
<eln>N). 
这 说 明 f, 一 > 了 .证 毕 . 
定理 7.2.1 说 明了 L? 中 的 任何 基本 列 必 有 强 极限 , 且 极 限 函 数 属于 L? ,这 也 
表明 了 空间 L? 是 完备 的 . 
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定义 7.2.3 设 A 是 L? 的 一 个 子 集 ,车 对 任 一 个 f(x) € 1L? , 恒 有 函数 列 


(gu) CC A ,使 8 >f , 则 称 A 在 L? 中 稠密 . 如 果 存 在 可 列子 集 A ,使 A 在 L? 中 
稠密 , 则 说 L? 是 可 分 的 . 可 以 证 明 L* 是 可 分 的 , 见 参考 书目 [4]. 

例 7.2.2 设 1 志 p< 二 oo ，BLa,bj] 表示 [a,5b] 上 的 有 界 可 测 函 数 全 体 , 则 
B[a, 菇 在 L[a, 扫 中 稠密 . 

证 明 对 f(x) € Lr[a,6] , 对 每 一 个 正 整 数 , 作 函 数列 

pw) -1 |f (0) | ns 
0, |f(z)|>n. 
则 { 六》 是 有 界 可 测 函 数列 , 且 


| IF 一 Fez)l*dz=| | FCz)|1*dz 
[a.b] 


[1 71 > 要 


因为 | f(z) je L[a, 呆 ,由 积分 的 绝对 连续 性 ,对 任意 的 es 之 0 ,存在 8 之 0 ， 
使 得 当 e CC [a,6] ,me 一 5 时 ,有 | | Flzdz<eo， 


因为 me 。 m[|fIl> 世 <| | fiz) raz<| 1/(z) |*dz ,所 以 存在 


[ 17 > 本 [a, 


N>0, 使 得 当 > N 时 mA > 本 过 ,从 而 所 一 f= 
| | fCz) ?dz)* 二。. 因 此, f, >/ ，,B[a,b] 在 Lr[a,6] 中 稠密 . 

例 7.2.3 设 1 声 p< 十 吕 , 则 Cla,6] 在 L?[a,5j] 中 稠密 ， 

证 明 不 难 证 明 如 下 的 事实 : 若 巨 是 距离 空间 , A ,B,C 是 EE 的 点 集 , C 在 B 
中 稠密 ,B 在 A 中 稠密 , 则 C 在 A 中 稠密 ， 

而 由 例 7.2.2 知 BLa,b] 在 L*[a,5] 中 稠密 ,因此 ,只 需 证 CLa,g 在 BLa ,po 
中 按 L?*[a,5j 的 距离 是 稠密 的 . 

任 取 f(x) E Bla,b] , 设 f(x) Kk ,TE [a,6b] 。 任 取 sy 之 0 , 则 依 鲁 金 定 理 ， 


对 于 正 数 8 一 (3 和 )* ,存在 g(z) E CLa,6] ,使 得 m[f 关 g] < 56. 不 妨 设 


|g(zx) | 过 KK ,否则 将 g(x) 换 成 连续 函数 max {min (g(x),&), 一 k} 就 可 以 了 ， 
记 玉 二 [f 关 g] ,于 是 


| /C2 — gz) lrdr =— | | fx) — g(r) |*dz 
[Lab] E 
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< (2K) mE 
<< es/， 
即 ff 一 gi 过 8. 此 即 CLa.6j 在 BLa,b] 中 按 L’[a.b] 的 距离 是 稠密 的 . 
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